



Néstor Octavio Calderón Ramos
Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias
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Resumen
En este trabajo se hace una revisión histórica de la construcción rigurosa
del número real, en particular en los trabajos de Richard Dedekind cuando
definió los números reales a través de cortaduras y Georg Cantor cuando
lo hizo a través de sucesiones de Cauchy e intervalos encajados. Se utiliza
estas construcciones para plantear una propuesta didáctica que permita a
los estudiantes de grado once de la educación media, diferenciar los números
racionales de los números irracionales.
Palabras claves: 1)Conjunto, 2)Números reales, 3)cortaduras,
4)sucesiones, 5)intervalos encajados, 6) Irracionales
Abstract
In this work presents a historical review of the rigorous construction real
number, particularly in the work of Dedekind real numbers as defined
through cuts and Cantor, when he did it through Cauchy sequences and
intervals is embedded. These constructs were used history to raise a
methodological approach that enables students in grade eleven secondary
education, differentiate rational numbers of the irrational numbers.
Keywords: 1) Set, 2) Real numbers, 3) Cuts, 4) Successions, 5)
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Introducción
Gran parte del entendimiento de la matemática recae sobre el manejo
conceptual y operativo de los números reales; ¿qué es un número? y aún más
¿qué es un número real? son dos preguntas supremamente dif́ıciles de contestar,
y que en el desarrollo histórico de la matemática tardaron mucho tiempo para
ser resueltas y formalizadas.
Justamente por su complejidad, la labor académica que actualmente se
desarrolla en la educación media y en los primeros semestres de la universidad
en Colombia, es netamente operativa, sin utilizar una definición formal en
términos de cortaduras de Dedekind, sucesiones de Cauchy o intervalos
encajados.
La carencia en la utilización de las construcciones formales en procesos
deductivos e inductivos en la enseñanza de los números reales en la educación
básica se debe principalmente a los siguientes aspectos:
1. La ley general de educación “ Ley 115 de febrero de 1994 ” en su
art́ıculo 118 autoriza a profesionales no licenciados ejercer el servicio
de la educación, textualmente afirma:
ARTICULO 118. Ejercicio de la docencia por otros profesionales:
“ Por necesidades del servicio, quienes posean t́ıtulo expedido por
las instituciones de educación superior, distinto al de profesional en
educación o licenciado, podrán ejercer la docencia en la educación por
niveles y grados, en el área de su especialidad o en un área af́ın. Estos
profesionales podrán también ser inscritos en el Escalafón Nacional
Docente, siempre y cuando acrediten estudios pedagógicos en el páıs o en
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el extranjero, en una facultad de educación o en otra unidad académica
responsable de la formación de educadores, con una duración no menor
de un año.”
Ocho años después lo ratifica el decreto ley 1278 de 2002, cuando define
al profesional de la educación como: “Son profesionales de la educación
las personas que poseen t́ıtulo profesional de licenciado en educación
expedido por una institución de educación superior; los profesionales con
t́ıtulo diferente, legalmente habilitados para ejercer la función docente de
acuerdo con lo dispuesto en este decreto; y los normalistas superiores”.
Por lo tanto, la legislación educativa ha hecho que en muchas
instituciones de educación básica, los cursos de matemática son
orientados por ingenieros, economistas o contadores públicos, donde
muchos de ellos no cuentan con una formación en didáctica de la
matemática, careciendo de estrategias para convertir el saber cient́ıfico
en un saber que se enseña; esto hace que la conceptualización y la
construcción de elementos matemáticos carezcan de rigor al momento
de abordar los números reales.
2. Con el inicio de la matemática moderna a mediados del siglo XIX
impulsados por los matemáticos de la corriente burbakista, se afirma en
[7] que hubo un descenso en la utilización y enseñanza de la geometŕıa,
ya que éste grupo de matemáticos franceses propusieron tomar la
matemática desde la lógica formal y la teoŕıa de conjuntos para obtener
estructuras axiomáticas, este hecho ocasionó de una u otra manera
dejar de lado la enseñanza de la geometŕıa. Morris Kline matemático
norteamericano al hacer el análisis de las consecuencias de la nueva
matemática afirma en [15] que no en vano promulgaron “Muerte al
triángulo ¡ Abajo Euclides !”. En el estudio de los números reales el
uso de la geometŕıa permite encontrar sentido y ubicación en la recta a
muchos números irracionales importantes para el entendimiento de las
disciplinas afines a las ciencias exactas.
3. Muy poco se utiliza la historia de la matemática para contextualizar
y analizar la evolución de los conceptos; el estudio del pensamiento a
través de la historia de la humanidad brinda herramientas para entender
y proyectar nuevos conocimientos. Un académico colombiano ratifica
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en [6] tal afirmación cuando al hacer un análisis de la educación en
Colombia propone “ Ir más allá del entorno inmediato y poder compartir
la herencia cultural que nos han dejado otros a lo largo de la historia
humana es la clave de la riqueza de un pueblo; en ese legado que nos
viene de la especie humana está contenido los misterios de la naturaleza,
las formas de organización social, el ejercicio de la justicia, los avances
cient́ıficos y tecnológicos, que permiten superar las dificultades y los
ĺımites de la fragilidad”.
Sin presumir que el apoyo histórico tenga consecuencias inmediatas en el
aprendizaje, en [5] se afirma que el conocimiento de la ciencia depende
en gran medida del momento histórico:”Las condiciones en la historia
que hicieron posible el problema y preguntas de completitud de los reales,
son de alguna manera irreproducibles escolarmente si se piensa en la
construcción de conocimientos como una construcción social ”..
De acuerdo a lo anterior, el objetivo del presente trabajo es elaborar una
propuesta didáctica que utilice la historia y la evolución de la matemática
a través de los siglos, como recurso para formular una serie de ejercicios que
permitan ayudar a los estudiantes de grado once en Colombia a tener una mejor
diferenciación entre los números racionales y los irracionales y por lo tanto una
conceptualización más profunda del número real; que implicará en una mejor
comprensión de conceptos de análisis matemático como ĺımites, continuidad,
derivadas e integrales de funciones.
En la primera parte de este trabajo se hace una revisión histórica, resaltando
el trabajo de la escuela pitagórica al descubrir la existencia de magnitudes
inconmensurables y por ende de los números irracionales, aśı como los trabajos
de grandes matemáticos del siglo XIX que tomaron como premisa el trabajo
de los antiguos griegos con la teoŕıa de las proporciones, para realizar
construcciones formales del conjunto de los números reales y con ello justificar
sus teoŕıas de análisis matemático.
La segunda parte está dedicada a bosquejar los pasos realizados por: Richard
Dedekind cuando definió los números reales a través de cortaduras y Georg
Cantor cuando los definió a través de sucesiones de Cauchy e intervalos
encajados. De igual manera se ilustra el hecho que las diferentes construcciones
determinan conjuntos idénticos, es decir que si existe otro cuerpo ordenado y
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completo éste es isomorfo al conjunto de los números reales, que es equivalente
decir que cualquier propiedad que se cumpla en uno de ellos también se cumple
en el otro.
Al final del trabajo se presenta la propuesta didáctica que utiliza el desarrollo
histórico y las construcciones geométricas, cuyo objetivo es que los estudiantes
de grado once y primer semestre de la universidad en carreras afines a
las ciencias exactas establezcan diferencias conceptuales entre los números
racionales y los números irracionales; es decir con la propuesta didáctica se
pretende describir y caracterizar varias formas de cómo se pueden presentar




Sobre la conceptualización del número real y la recta numérica recae la
comprensión de importantes conceptos del análisis matemático como el de
ĺımite, continuidad, derivadas e integrales de funciones, muy importantes
para los futuros ingenieros, economistas, médicos, matemáticos, f́ısicos y en
general todos aquellos profesionales que tengan en la matemática y en la f́ısica
una herramienta para su investigación y desarrollo. Sin embargo, el trabajo
conceptual del número real presenta algunos obstáculos epistemológicos
relacionados con la representación de los números en la recta, con el concepto
del continuo y más exactamente de las aproximaciones dadas a los números
irracionales. El cient́ıfico y filósofo francés Gastón Bachelard en uno de sus
escritos [3] se refiere a los obstáculos epistemológicos que tiene el aprendizaje
de las ciencias, en particular al que me refiero en el presente trabajo, es el
obstáculo cuantitativo, ya que se considera todo conocimiento medible libre de
errores; lo que ratifica Villamil en su ensayo[25] cuando afirma que lo que no
se puede contar u observar numéricamente o lo que no tenga gran influencia
sobre la cuantificación final se puede despreciar.
Los textos gúıa para grado once como el de santillana edición 2007 y los
textos de pre cálculo como matemáticas previas al cálculo Louis Leithold 2007
para el primer semestre de universidad, presentan los números reales como la
unión de los números racionales e irracionales, haciendo su distinción según
las cifras decimales, y con la representación gráfica, mediante la biyección
de números reales y puntos sobre la recta numérica de una manera muy
intuitiva, ubicando los números racionales y unos pocos irracionales conocidos,
generando aśı dificultades de tipo conceptual descritos en [23] ; ya que con las
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representaciones del número real de la forma icónica decimal ó geométrica
posicional no es posible observar o analizar conceptos fundamentales como
el de densidad 1 y el de continuidad o completitud 2 y que se convierten en
dificultades de comprensión de los números reales; este último por ejemplo no
se cumple en los números racionales y por lo tanto se puede afirmar que éstos
no llenan la recta numérica ó que es equivalente decir que existen puntos sobre
la recta que no están en correspondencia uno a uno con los números racionales.
También se afirma en [23] que el presentar los números reales como la biyección
entre puntos de la recta y números trae dificultades conceptuales ,porque
se pierde las caracteŕısticas intŕınsecas de los números, en especial la de los
números irracionales; por lo anterior se plantea la siguiente pregunta:
¿ Cómo utilizar las diferentes construcciones históricas del número real, para
mejorar su comprensión y aprendizaje en los estudiantes de educación media?
Para dar respuesta a la pregunta anterior se deben cumplir los siguientes
objetivos.
Objetivo General
Proponer una estrategia didáctica para facilitar la comprensión de los
conceptos básicos de los números reales utilizando las teoŕıas de sucesiones
de Cauchy, cortaduras ó intervalos encajados, para estudiantes de educación
media del sistema colombiano
Objetivos Espećıficos
1. Realizar una revisión del concepto de número real desde el punto de
vista histórico, analizando las diferentes definiciones para mostrar la
equivalencia entre ellas.
1Entre dos número reales por muy cercanos que se encuentren, siempre existe un número
real
2Todo subconjunto no vaćıo acotado superiormente tiene supremo o mı́nima cota superior
y de igual manera que todo subconjunto no vaćıo acotado inferiormente tiene ı́nfimo o
máxima cota inferior
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2. Utilizar las diferentes construcciones del número real que se presentan
en los textos de historia de la matemática tales como: por sucesiones de
Cauchy, cortaduras ó intervalos encajados para realizar una propuesta
didáctica.
3. Identificar en el desarrollo histórico del concepto de número real
elementos didácticos que permitan contextualizarlo en el aula.
4. Diseñar actividades de aula que permitan a los estudiantes de grado
once de educación media y estudiantes universitarios el aprendizaje
significativo de número real.
5. Construir gúıas que faciliten al estudiante el desarrollo de los estándares
del pensamiento numérico dados por el Ministerio de educación, acerca




Con el propósito de buscar las bases históricas de la teoŕıa para la definición de
número real, importante concepto para la formación y construcción sólida del
conocimiento matemático y necesario para los que se dedican a esta responsable
profesión de enseñar matemáticas, se revisaron desde varios autores los trabajos
de algunos matemáticos griegos de la antigüedad, que a partir de la teoŕıa de
la proporción dieron los fundamentos para que otros matemáticos modernos
del siglo XIX construyeran la definición del conjunto de los números reales.
El concepto de número aparece muy rápido en la historia de la humanidad,
algunos hechos permiten pensar que el hombre primitivo teńıa una vaga idea
del número, ya que en 1960 el belga Jean de Heinzelin de Braucourt encontró un
hueso con unas marcas de conteo que data más o menos 20.000 años a.C.
El hombre primitivo utilizó el número para sus necesidades de intercambio de
productos y en la época de los griegos el número se hab́ıa convertido en un
objeto muy importante para el desarrollo de su cultura, donde la geometŕıa
depend́ıa de la teoŕıa de las proporciones de Pitágoras que se constituyó en un
esquema para la formulación de relaciones entre magnitudes.
8
2.1. Magnitudes conmensurables e
inconmensurables
En los primeros años de la escuela pitagórica se pensaba que todo par de
segmentos eran conmensurables; “ dos magnitudes se llaman conmensurables
si existe una unidad de medida que las divida en forma exacta a ambas, es
decir, las dos magnitudes son múltiplos de la misma unidad de medida”.
Figura 2.1: Conmensurabilidad entre segmentos
En la gráfica 2.1 parte 1, se puede observar que el segmento B es menor que
el segmento A, y el segmento B no es una unidad de medida para el segmento
A, es decir el segmento B no cabe un número exacto de veces en el segmento
A; al superponer el segmento B sobre el segmento A, queda un segmento C
como residuo, ver parte 2, al superponer el segmento C sobre el segmento B,
queda un segmento D como residuo, ver parte 3; nuevamente al superponer el
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segmento D sobre el segmento C ya no queda residuo, es decir el segmento D
cabe exactamente 3 veces en el segmento C, ver parte 4, que a su vez cabe 7
veces en el segmento B y por lo tanto 10 veces en el segmento A , luego se
puede afirmar que el segmento D es la medida común de los segmentos A y B,
o que es lo mismo decir están en razón 10 a 7, que se escribe 10
7
.
Los números racionales resultan de comparar magnitudes conmensurables; un
número es racional, si es de la forma a
b
, con a , b números enteros, y b diferente
de cero, donde a y b representan medidas de magnitudes homogéneas.
Pero no todo par de segmentos se pueden comparar de ésta manera, es decir
también existen pares de segmentos para los cuales no se puede encontrar una
razón a
b
que los compare; estas magnitudes se llaman inconmensurables.
Se cree que Hippasus de Metapontun, teórico de la música, filósofo y
matemático presocrático y miembro de la escuela pitagórica, nacido alrededor
del año 500 a de C, en la Magna Grecia al sur de Italia, como lo cita [9] probó la
existencia de magnitudes inconmensurables y con ello habŕıa roto el silencio de
los pitagóricos revelando al mundo la existencia de tales magnitudes llamadas
después números irracionales, ya que para los pitagóricos los números o razones
entre ellos eran considerados como la esencia de la realidad, es decir el número
era el ente perfecto que gobernaba el universo; el descubrimiento hecho por
Hippasus pońıa en evidencia que muchas de las suposiciones y demostraciones
de la geometŕıa hechas por ellos estaŕıan incompletas; parece ser que esta
revelación habŕıa ocasionado su expulsión de la escuela pitagórica.
El descubrimiento de las magnitudes inconmensurables como se afirma en [21],
demoĺıa la base de la fe pitagórica , ya que se eliminaba la posibilidad de medir
con exactitud numérica lo cual produjo una crisis y un cambio radical en la
evolución de la geometŕıa griega.
Eudoxo filósofo, astrónomo, médico y matemático nacido en Cnido actual
Turqúıa hacia el año 408 a de C. , uno de los más brillantes de la escuela
platónica, según [21] resuelve con la teoŕıa de la proporción la imposibilidad
que hasta ese momento se teńıa de comparar magnitudes no conmensurables.
Lo que se propuso a desarrollar Eudoxio y que aparece en los elementos de
Euclides fue replantear los conceptos de razón y proporción abarcando las
magnitudes conmensurables e inconmensurables, en sus definiciones compara
magnitudes sin tener en cuenta sus medidas, dejando de lado el número
asociado a la magnitud.
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Para las magnitudes conmensurables, el concepto de razón ver [14], aparece en
la definición 3 del libro V de los elementos de Euclides aśı:
“ Una razón es determinada relación con respecto a su tamaño entre dos
magnitudes homogéneas ”
De igual manera para el concepto de proporción, en la definición 5 del libro V
Eudoxo lo plantea aśı:
“ Se dice que una primera magnitud guarda la misma razón con una segunda
que una tercera con una cuarta, cuando cualesquiera equimúltiplos de la
primera y la tercera exceden a la par, sean iguales a la par o sean inferiores a
la par, que cualquier equimúltiplos de la segunda y la cuarta,
respectivamente y tomados en el orden correspondiente ”
Al interpretar éstas definiciones en términos geométricos y aritméticos, se
puede analizar que dado un segmento de recta AB y un punto C entre A y B,
éste determina dos segmentos AC y BC tales que AC = a y CB = b, entonces
la escuela pitagórica se preguntó ¿ cuál es el sentido aritmético exacto de la
razón a
b
sean estos ó no segmentos conmensurables?, es decir cómo se comparan
dos magnitudes, en éste caso dos segmentos de recta?
Figura 2.2: Segmento dividido
En [21], se afirma que esta respuesta fue la que hizo famoso a Eudoxo, de
igual manera en el texto describen el argumento de la siguiente manera: al
multiplicar las magnitudes a y b por números enteros m y n respectivamente
se puede saber si son iguales, y si no es aśı, cuál es mayor; si a es el mayor,
supongamos en un segundo lugar que se pueden hallar los múltiplos, 2b, 3b,
...,nb, de la magnitud más pequeña b, y en tercer lugar supongamos que siempre
podemos hallar un múltiplo nb de b que supere a a. (Actualmente se conoce
como la propiedad arquimediana). 1
1Propiedad Arquimediana: Si a y b son dos números reales con a > 0, entonces existe un
número natural n tal que na > b.
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Si utilizamos simboloǵıa matemática lo anterior quiere decir que dados a,b, c
y d cuatro magnitudes dadas, entonces a : b como c : d si se conocen todos los
equimúltiplos ma, mc y todos los equimúltiplos nb, nd; de manera que:
1. ma > nb, si y sólo si mc > nd
2. ma = nb, si y sólo si mc = nd
3. ma < nb, si y sólo si mc < nd.
La esencia de la solución dada por Eudoxo radica en los numerales 1 y 3, ya
que la opción 2 nunca es válida para las magnitudes inconmensurables.
Eudoxo situó la teoŕıa de las magnitudes inconmensurables, que son los
equivalentes geométricos de los números irracionales en aritmética, sobre
una base completamente sólida que sirvió de soporte para las construcciones
aritméticas de los números realizada por Dedekind durante finales del siglo
XIX.
2.2. La aparición de los números irracionales
El número que mostró la existencia de cantidades irracionales fue
√
2 y que
surgió de la inconmensurabilidad del lado del cuadrado respecto a su diagonal,
es decir por la imposibilidad de comparar la diagonal de un cuadrado con
la del lado de medida una unidad. Al aplicar el teorema de Pitágoras ya
conocido por Eudoxo al triángulo formado por los lados de un cuadrado de
longitud una unidad y su diagonal d se tiene que d =
√
2. Muchas han sido
las demostraciones de la irracionalidad de
√
2, los matemáticos han utilizado
el método de reducción al absurdo2.
Una demostración curiosa y bastante ingeniosa tomada de [1] dice que:
Si
√




con m y n primos relativos
de modo que m2 = 2n2 ; es decir si tomamos un cuadrado de lado m y otro
de lado n, el cuadrado de lado m seŕıa igual a la suma de dos cuadrados de
lado n. Obsérvese en la figura 2.3 que los cuadrados grises de lado n colocados
2Este método niega la tesis para llegar después de unos pasos lógicos a negar la hipotesis
o llegar a una contradicción
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en las esquinas opuestas del cuadrado blanco originan como intersección un
cuadrado de lado m − 2(m − n) = 2n −m, cuya área es 4n2 − 4mn + m2, al
remplazar m2 = 2n2 el área queda −4mn+ 3m2, que es equivalente a la suma
de las áreas de los dos cuadrados negros de lado m − n, lo que significa que




m−n y como (2n−m) < m y (m−n) < n, se llega a






Figura 2.3: Demostración geométrica de
√
2
Encontrar una forma para aproximar el valor del número
√
2 fue un problema
que pasó a un primer plano y proporcionó el aspecto aritmético del método
exhaustivo. 3 Se puede ver en [21] como los griegos construyeron una escala de
números enteros de la forma siguiente:











Tabla 2-1: Expansión de
√
2
Cada linea de la escala esta formada por dos números x e y, el valor de x
después de la primera fila es la suma de los elementos de la fila anterior, el
valor de y es la suma de los valores de x de la misma fila y la fila anterior, y
asi sucesivamente, se puede observar que la razón y
x




La existencia de cantidades irracionales dentro de la recta numérica y
la necesidad de definir de una manera rigurosa los números reales se
evidenció desde varios campos de la matemática.
2.3. Desde el álgebra
Paolo Ruffini (1765- 1822), matemático y médico y Joseph-Louis de la Lagrange
(1736 – 1813), f́ısico, matemático, astrónomo, ambos italianos; López Pellice
en [19] afirma que en el proceso de resolver ecuaciones algebraicas de cualquier
orden, encontraron la imposibilidad de resolver por radicales la ecuación de
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quinto grado, lo cual parece pensar que desde el álgebra carećıa de sentido que
existieran números no definidos como ráıces de una ecuación.
2.4. Desde el análisis
Desde el análisis, los matemáticos que sentaron las bases para definición
rigurosa del conjunto de los números reales fueron llamados los precursores
de la aritmetización del análisis, proceso que consistió en desligar la geometŕıa
de los conceptos de convergencia, ellos por la necesidad de interpretar la noción
de convergencia sin utilizar el número como la relación entre magnitudes, sean
éstas conmensurables o inconmensurable se dedicaron a elaborar sus teoŕıas
sobre el concepto de número real, en especial del número irracional; ya que
la demostración de muchos de los teoremas realizados hasta el momento se
basaban en intuición geométrica, perdiendo rigurosidad y precisión; criticando
los métodos antiguos de demostración que abusaban de la evidencia y
generalizaciones no probadas, trabajos que por casualidad fueron desarrollados
en la misma época a finales del siglo XIX; entre los más influyentes están los
de:
Carl Friedrich Gauss (1.777 – 1855) matemático, f́ısico y astrónomo alemán que
desde sus trabajos en teoŕıas de series, según [19] en 1812 introduce la definición
general de sucesión y las definiciones de ĺımite inferior y superior, diciendo: “ Si
en una sucesión acotada coincide el ĺımite superior y el ĺımite inferior, entonces
ese valor común se llamará el ĺımite de la sucesión ”, pero afirma el texto que
Gauss todav́ıa no precisaba las caracteŕısticas de los objetos hacia donde la
sucesión converǵıa y que más adelante volveŕıa sobre tales elementos; en las
memorias encontradas sobre los trabajos de Gauss no se encontró avances sobre
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la definición de número real.
Bernard Bolzano (1781- 1843), matemático, lógico y filósofo checo, para sus
estudios de series infinitas, según [19] hizo el intento en 1835 de elaborar
un tratado que cubriera la matemática y cuyo fundamento fuese el número,
este tratado lleva el nombre de Teoŕıa de las magnitudes y en uno de sus
caṕıtulos sobre funciones continuas, utiliza la proposición que hoy se conoce
como teorema de Bolzano – Weierstrass: “ Todo conjunto infinito y acotado de
números reales tiene un punto de acumulación ”; tratado que según el texto,
de esta teoŕıa no se conocieron sus resultados finales.
Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857) matemático francés, con grandes aportes
en análisis matemático en teoŕıa de convergencia, en el texto [19] se comenta
que en una de sus obras celebres Cour d’Analyse de l’Ecole royale polytechnique
critica algunos trabajos hechos por Lagrange donde Cauchy afirma que : “ los
razonamiento extráıdos de generalizar ciertas expresiones algebraicas tienden a
atribuirle a las fórmulas algebraicas un campo de validez infinito, en tanto que
en la realidad la mayoŕıa de estas fórmulas son válidas bajo ciertas condiciones,
y para ciertos valores de las variables que ellas contienen ”. En el capitulo IV
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de su libro, que habla de series convergentes y divergentes, se introduce el
concepto de convergencia, donde expone lo que hoy se conoce como condición
necesaria y suficiente de convergencia de Cauchy, en éste trabajo introduce los
números racionales a partir de la medida de magnitudes y luego afirma que
un número irracional es un ĺımite de fracciones. Al igual que Bolzano en sus
escritos expone la necesidad de la formalidad en la definición del concepto del
número real, sin conocerse que haya escrito algo preciso sobre el tema.
Hugues Charles Robert Méray (1835 - 1911), matemático francés, fue el
primero que publicó una teoŕıa sobre los números irracionales. El texto de
López Pellicer [19]cita que Méray véıa un ćırculo vicioso en las matemáticas
donde interveńıa el concepto de ĺımite , ya que el número real se defińıa como el
ĺımite de una sucesión de números racionales y el ĺımite de una sucesión como
un número real, por tanto renunció a este criterio y utilizó sólo el criterio de
convergencia de Cauchy, es decir trabajó la convergencia eludiendo la noción
oscura de los números irracionales.
Para definir los números irracionales utiliza el concepto de variable progresiva o
sucesión racional de Cauchy con ĺımite racional, Méray dice que las sucesiones
sin ĺımite racional convergen hacia un ĺımite ficticio; define los números reales
como el conjunto cociente de todas las sucesiones racionales de Cauchy tales
que la diferencia entre dos de ellas sea la sucesión nula.
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Karl Weierstrass (1815, 1897) matemático alemán, sus trabajos en análisis
le permitieron elaborar una teoŕıa de los números reales, la desarrolla hacia
el año 1863, trabajos que no fueron publicados por él mismo, sino tomados
de unas notas de clase sobre la teoŕıa de funciones anaĺıticas y que fueron
editadas por Adolf Hurwitz (López Pellicer, 1994). El concepto de número
real fue basado en la teoŕıa de agregados numerables, definió número racional
positivo como partes exactas de la unidad de la forma [ 1
n
], si n( 1
n
) = 1,
Weierstrass encontró que exist́ıan muchas maneras de representar un número y
afirmó que “ dos agregados finitos son iguales si cada parte finita de uno de ellos
está contenida en el otro y rećıprocamente “ , a su vez establece una relación de
orden entre agregados como “ Un agregado A es menor que un agregado B si B
contiene un agregado finito C tal que un racional R estrictamente menor que la
suma de los elementos de C es mayor que la suma de cualquier agregado finito
contenido en A” , el criterio de igualdad le permite establecer una relación
de equivalencia y define el conjunto cociente como el conjunto de racionales
positivos; el resto de clases definen nuevos números llamados irracionales.
David Hilbert (1862 - 1943), uno de los más influyentes matemáticos y
cient́ıficos alemanes por sus aportes a la geometŕıa, el análisis funcional y
a la f́ısica. Mas que una construcción de los números reales, Hilbert lo que
hizo fue caracterizar el conjunto a través de axiomas, diciendo: la terna, entre
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un conjunto K dos operaciones suma (+) y producto (•) y una relación de
orden entre los elementos del conjunto (<) ; (K,+, •, <) es el conjunto de los
números reales si cumplen las siguientes condiciones:
1. (K,+, •) es un campo.
2. (K,<) es un conjunto totalmente ordenado.
3. El conjuntos K es completo, es decir todo conjunto no vaćıo y acotado
superiormente tiene supremo.
En Colombia ésta es la definición que se utiliza en los libros de la básica
secundaŕıa para estudiantes de bachillerato o por los libros de matemáticas
conocidos como pre cálculo para primeros semestres de la universidad para
presentar el conjunto de los números reales.
Uno de los primeros colombianos que habla sobre la estructura de los
números fue Indalecio Lievano Reyes (1834-1913), matemático, ingeniero,
astrónomo y profesor de la Universidad Nacional, en sus escritos de aritmética
editados en 1856 [17], hace una demostración de la existencia de cantidades
inconmensurables y las demostraciones de los principios y propiedades
generales de las potencias y ráıces.
Richard Dedekind (1831-1916) y George Cantor (1845, 1918); entre 1869 y
1872, publicaron maravillosas teoŕıas sobre los números irracionales, Cantor
utilizó sucesiones y Dedekind en términos de cortaduras, trabajos que serán




Shaughan Lavine en [16] dice que la teoŕıa de los números irracionales
proporciona una de las mayores irońıas de la historia de la matemática: ya que,
Cauchy y Weierstrass hab́ıan eliminado del análisis los números infinitamente
pequeños y los infinitamente grandes y los remplazaron por ĺımites; sin embargo
esto hacia imprescindible una teoŕıa de los limites, que de esa manera adquiŕıa
una gran importancia, la cual a su vez requeriŕıa de una teoŕıa más clara para
todos los números de la recta numérica, es decir, una teoŕıa para los números
irracionales; aśı que la teoŕıa inmediatamente re introdujo el infinito al análisis.
“El viejo infinito de los números infinitesimales e infinitos simplemente fueron
remplazados por el nuevo infinito de las colecciones de conjuntos infinitamente
grandes”
La incompletitud o no continuidad de los números racionales ya era evidente
por la conocida cantidad de números irracionales en la época de los grandes
matemáticos del siglo XIX y que para darle firmeza y rigurosidad matemática
a los conceptos fundamentales de convergencia se hizo necesario una definición
de los números reales que incluyera a los números racionales y a los irracionales.
En las construcciones de los números reales de Richard Dedekind, Cantor y
Weierstrass entre otros, se toma como base el cuerpo ordenado y no completo
de los números racionales para mostrar que existe otro cuerpo que incluye a
los números irracionales y además es completo , es decir éste nuevo conjunto
llena totalmente la recta numérica.
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3.1. Construcción de los números reales según
Richard Dedekind
Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), matemático alemán, nació el
6 de octubre en Brunswick Alemania, estudió en la Universidad de Gottingen
donde Carl Friedrich Gauss le dirigió su tesis doctoral. En 1858 orientando
un curso de cálculo diferencial e integral vió la necesidad de crear una base
numérica realmente rigurosa para el cálculo diferencial, en particular, Dedekind
queŕıa definir los números reales como cuerpo ordenado y completo y que a
partir de los cuales pudiera demostrar los teoremas sobre existencia de ĺımites,
tales como: “ Toda sucesión acotada y monótona creciente tiene ĺımite ” que
no hab́ıa sido demostrado satisfactoriamente, y por el contrario se aceptaba
basándose en una intuición geométrica; Dedekind se dió cuenta que lo único
que faltaba para hacer éste análisis era la elaboración de una teoŕıa sólida para
el número real, partiendo de los números racionales y utilizando la aritmética
axiomatizada ya existente; en su libro Continuidad y números irracionales,
comenta que lo logró después de aproximadamente 15 años de trabajo y
basado en el trabajo de Eudoxio. Alĺı presenta el estudio de continuidad
de la recta mostrando que existen infinidad de puntos que no son números
racionales, esto lo lleva a reconocer agujeros o una cierta discontinuidad de los
números racionales; que lo conduce a construir nuevos números de manera que
completen la recta numérica.
Dedekind buscando la respuesta a la pregunta ¿ cómo debe ser la continuidad
de los números reales?, en [9] define lo que llama cortadura:
“ El sistema de los números racionales está dividido en dos clases A1 y A2 de
tal manera que cada miembro de A1 es inferior a todos los miembros de A2,
entonces existe un único número α por el cual se produce esta separación ”. A
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está separación la llama cortadura la denota por (A1, A2).
Según Dedekind, cada número racional produce una cortadura con la propiedad
de que, entre los números de la primera clase A1 existe un número que es el
mayor y que entre los números de la segunda clase A2 existe uno que es el
menor.
Si por el contrario los números de la primera clase no poseen un elemento
mayor o un elemento máximo y los elementos de la segunda clase no poseen
un elemento mı́nimo, entonces estamos ante un número irracional.
Por lo anterior, en un lenguaje conjuntista según Dedekind en [20] una
cortadura se define aśı:
Definición 3.1. Una cortadura es un conjunto C de números racionales tal
que
1. C es diferente de vaćıo, pero no contiene a todos los números racionales.
2. Si r ∈ C y s < r ( r número racional), entonce s ∈ C.
3. No existe en C un racional que sea el máximo de C
A partir de ésta definición Dedekind plantea en uno de sus libros ”Qué son y
para qué sirven los Números ”[10], que el dominio discontinuo de los números
racionales puede rehacerse hasta formar un dominio continuo a través de
cortaduras y afirma de igual manera que hay infinidad de cortaduras que no
son producidas por números racionales, cada cortadura no producida por un
número racional produce un nuevo número llamado irracional.
Por ejemplo si tomamos las cortaduras formadas por todos los números
racionales estrictamente menores que (1+ 1
n
)n para un número natural n dado,
es decir la aproximación del número e por un número racional, éstas son de tipo
I, pero si tomamos la cortadura que resulta de la unión de todas las cortaduras
para cualquier número n ésta será de tipo II, es la cortadura que produce el
número de Euler. Ver figura 3.1
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Figura 3.1: Cortadura producida por el número e
Otra cortadura o corte de los números racionales separadas por la relación
menor que y mayor que, es la que produce el número
√
2, el aśı que
√
2 se
define como el conjunto infinito de todos los números racionales positivos p,
tales que p2 > 2, dicho de otro modo, éste determina una partición de los
números racionales en una clase anterior cuyos elementos son menores que
√
2
y una posterior cuyos elementos son mayores que
√
2.
El tipo de sistema numérico que queŕıa definir Dedekind debeŕıa ser
densamente ordenado, cumpliendo todas las propiedades de un cuerpo, y
además completo, es decir que toda sucesión de Cauchy debe tener como ĺımite
un elemento del conjunto; en términos de Dedekind y basado [13] “Un sistema
densamente ordenado es completo o continuo, si toda cortadura está producida
por exactamente un elemento del sistema, es decir, en toda cortadura existe
un elemento del sistema que, o bien es el máximo de la sección inferior o el
mı́nimo de la sección superior”.
En esta parte del documento siguiendo algunos textos en especial Introducción
a la teoŕıa de Conjuntos del profesor de la Universidad Nacional de Colombia
José Maŕıa Muñoz se pretende mostrar que el conjunto de estos objetos
llamados cortaduras forman un cuerpo ordenado y completo, para tal efecto
se llamará a la cortadura (A1, A2) como C1 y a la cortadura (B1, B2) como C2
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Veamos que significa esto.
Definición 3.2. Un cuerpo K es un anillo conmutativo1 con unidad, donde se
cumple la siguiente condición:
Para cada a 6= 0 en K existe un elemento a−1 ∈ K, tal que (a • a−1) = 1.
Los números enteros son un ejemplo de un anillo conmutativo con unidad y los
números racionales son un ejemplo de cuerpo. Se debe hacer aclaración que el
elemento neutro para la operación suma (+) es diferente del elemento idéntico
para la operación multiplicación(*); es decir el anillo debe tener por lo menos
dos elementos.
La relación de orden entre cortaduras se puede definir de la siguiente manera:
Definición 3.3. Sean C1 y C2 cortaduras; C1 < C2 si existe un racional q tal
que q ∈ C2 y q no esta en C1,la figura 3.2 muestra esta relación
Figura 3.2: Orden entre cortaduras
Definición 3.4. Si todos los subconjuntos de un cuerpo ordenado acotados
superiormente tiene supremo y/o acotados inferiormente tienen ı́nfimo se dice
que el cuerpo es completo.
1Un anillo es un conjunto R no vaćıo en donde están definidas dos operaciones de RXR en
R llamadas suma y producto y notadas con los śımbolos habituales (+) y (*), tales que
satisfacen las siguientes propiedades:
P1. Para todo a y b de R, (a+ b) y (a • b) están en R.
P2. (a+ b) + c = a+ (b+ c), para todo a, b, c en R.
P3. Existe un elemento 0 en R tal que a+ 0 = a, para todo a en R.
P4. Para cada a en R exite un elemento (−a) en R, tal que (a+ (−a)) = 0
P5. (a • b) • c = a • (b • c), para todo a, b, c en R.
P6. a • (b+ c) = a • b+ a • cy(b+ c) • a = b • a+ a • c, para todo a, b, c en R.
Si el anillo es conmutativo se cumple:
P7. a • b = b • a, para todo a, b en R.
Se dice que el anillo tiene unidad multiplicativa si cumple:
P8. Existe un elemento 1 6= 0 en R tal que a • 1 = a, para todo a en R.
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En śıntesis lo que se pretende mostrar es que el conjunto al que llama Dedekind
cortaduras cumple la definición de cuerpo 3.2, la definición de orden 3.3 y la
definición de completitud 3.4.
Para verificar que es un cuerpo es necesario definir las dos operaciones
binarias de suma y producto entre cortaduras y demostrar que cumplen las 9
condiciones; aqúı en el documento se realizarán algunas y las demás se podrán
seguir en el texto de Teoŕıa de Conjuntos del profesor Muñoz.
Definición 3.5. Sean C1 Y C2 cortaduras cualesquiera,
C = C1 + C2 = {r + s, tal que r ∈ C1 y s ∈ C2} es la cortadura suma, que
se obtiene al sumar de forma usual cada número racional de la cortadura C1
con cada uno de los números racionales de la cortadura C2.
Si se toma por ejemplo las cortaduras:
C1= { r , tal que r sea racional y r < 2} y
C2= { p , tal que p sea racional y p < −1},
entonces C = C1 + C2 = { x , tal que x es racional y x < 1}
La primera propiedad que debe cumplir un cuerpo es que sea cerrada para la
suma, la siguiente proposición demuestra tal hecho.
Proposición 3.6. Sean C1 Y C2 cortaduras cualesquiera; entonces el conjunto
C={r + s, tal que r ∈ C1 y s ∈ C2} es también una cortadura.
Demostración.
Veamos que efectivamente C cumple las tres condiciones de una cortadura.
i) Desde luego C no es vació, ya que ni C1 ni C2 son vaćıos; para ver que no
contiene a todos los números racionales, sean u y v números racionales, tales
que no pertenecen a C1 ni a C2 respectivamente, entonces u+ v > r+ s por la
monotońıa de los números racionales, de modo que u + v no pertenecen a C;
es decir C no contiene a todos los racionales.
ii) Supóngase w número racional tal que w < x para algún x de C1 + C2,
entonces x = r + s para algún r ∈ C1 y para algún s ∈ C2, esto significa que
w < r + s y en consecuencia (w − r) < s, lo que significa que (w-r)∈ C2. Al
ser w = r + (w − r) se sigue que w esta en C1 + C2 como se queŕıa mostrar.
iii) Si x esta en C1 + C2, es decir x = r + s con r ∈ C1 y s ∈ C2,entonces
existen r
′
en C1 y s
′
en C2 con r < r
′
y s < s
′









esta en C1 + C2 quiere decir que C1 + C2 carece de elemento máximo.
Las propiedades Conmutatividad y asociatividad entre cortaduras son
consecuencia inmediata de las propiedades de la suma en los números
racionales; es decir las siguientes dos propiedades se satisfacen:
Proposición 3.7. Sean C1, C2 y C3 cortaduras cualesquiera; entonces se
verifica que:
(a) C1 + C2 =C2 + C1
(b) (C1 + C2)+ C3 =C1 + (C2+ C3).
Para el conjunto de cortaduras se puede definir el elemento módulo para la
suma como: 0∗ = {x ∈ Q|x < 0} .
Efectivamente 0∗ cumple las condiciones de módulo.
Proposición 3.8. Sea C una cortadura; entonces C + 0∗ = C.
Demostración.
Para mostrar que los conjuntos son iguales, se debe verificar que cada uno de
ellos es subconjunto del otro, es decir
(i) (C +0∗) ⊂ C: Si r esta en C y x esta en 0∗, entonces x < 0 y por lo tanto
r+ x < r lo que implica que r+ x esta en C; es decir que todo elemento
de la cortadura C + 0∗ es un elemento de la cortadura C.
(ii) C ⊂ (C +0∗): Si r esta C y como C no tiene elemento máximo, existe
s en C tal que r < s luego r − s < 0 y por lo tanto r = s + (r − s)
pertenece a C + 0∗.
De i) y ii) se puede afirmar que C + 0∗ = C.
La comprobación de la propiedad de inverso aditivo debe garantizar que para
cada cortadura C exista su cortadura −C la inversa aditiva.
Proposición 3.9. Si C es una cortadura que define un número real, el
conjunto −C definido como:
−C = { x ∈ Q : −x /∈ C ∧ x no es elemento mı́nimo de Q − C}, es una
cortadura.
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Figura 3.3: Cortadura opuesta
Es evidente que este conjunto −C aśı cumple cumple las tres condiciones de
cortadura con la salvedad de que −C no tiene elemento mı́nimo.
Proposición 3.10. Para toda cortadura cualesquiera C siempre existe una
única cortadura Z tal que C + Z = 0∗; es decir toda cortadura tiene su
elemento opuesto aditivo.
Demostración
Para mostrar que para cada cortadura C existe una única, se supone que
existen Z1 y Z2, tal que C + Z1 = C + Z2 =0
∗ luego
Z2 = 0
∗ + Z2 = (C + Z1)+ Z2 = (C + Z2)+ Z1= 0
∗ + Z1= Z1, es decir
Z2 = Z1
Efectivamente existe Z, si Z se define como el conjunto de todos los números
racionales p, tales que −p es una cota superior de C, pero no el mı́nimo de
ellos, entonces el conjunto Z cumple las condiciones de cortadura
1. Esta condición es evidente ya que existen cotas superiores a C y de igual
manera no todos los números racionales son cotas superiores de C.
2. Si p ∈ Z y dado un número racional q, con q < p, entonces -p no esta en
C y −q > −p, de modo que −q es un número superior a C, pero no el
mı́nimo, por lo tanto q esta en Z
3. Si p ∈ Z, −p es un número superior a C, pero no el mı́nimo,de modo que
hay un número racional q tal que −q < −p y −q no esta en C, y como:
−q < −p+(−q)
2
< −p, también −p+(−q)
2
es una cota superior de C y no es
la mı́nima ya que es mayor que −q; luego p+q
2
> p y por lo tanto p no es
el máximo de Z
Ahora, para justificar que C + Z = 0∗ es suficiente mostrar que todo elemento
de C + Z es un elemento de 0∗ y reciprocamente que todo elemento de 0∗
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será un elemento de C + Z i) Si r ∈(C + Z), con r = s + t, r ∈ C y s ∈ Z,
de manera que -t es una cota superior de C, luego s < −t, de donde s+ t < 0
y por lo tanto s+ t ∈ 0∗.
ii) Sea p ∈ C y q /∈ C, entonces existe una distancia r entre p y q, de donde
r = p − q, luego si r ∈ 0∗, −r > 0 y −r = q − p, o sea que r = p + (−q), es
decir r ∈(C + Z) ya que −q ∈ 0∗ debido a que q es una cota superior de C y
no es la mı́nima.
Queda aśı demostrado que en el conjunto de cortaduras la suma es cerrada,
existe un elemento módulo y que para cada cortadura existe su elemento
opuesto.
La multiplicación de cortaduras se puede definir de la siguiente manera:
Definición 3.11. Si C1 ≥ 0∗ y C2 ≥ 0∗,
C1 • C2 = 0∗ ∪ {r ∗ s \, r ∈ C1 ∧ s ∈ C2 ∧ r > 0, s > 0} es la cortadura
producto.
Es decir C1 y C2 son mayores que cero si tiene números racionales positivos,
y el producto de C1 y C1 es la unión de la cortadura 0
∗ que incluye todos los
racionales negativos y el conjunto de todos los números racionales producto de
todos los positivos de ambas cortaduras.
Si se toma como ejemplo las cortaduras:
C1= { r , tal que r sea racional, r < 2} y
C2= { p , tal que p sea racional, p < 3}, entonces
C1 • C2 = {x tal que x es un racional, x < 6 }.
Con toda cortadura C se asocia la cortadura valor absoluto |C|, |C| > 0∗; para
dos cortaduras cualesquiera se define C • F como:
i) C • F si C ≥ 0∗ y F ≥ 0∗
ii) −(|C| • F ) si C < 0∗ y F ≥ 0∗
iii) −(C • |F |) si C ≥ 0∗ y F < 0∗
iv) (|C| • |F|) si C < 0∗ y F < 0∗
Efectivamente el producto de cortaduras aśı definido genera otra cortadura
cumpliendo las leyes de signos para la multiplicación.
Proposición 3.12. Dadas dos cortaduras cualesquiera C1 y C2 no negativas,
el conjunto
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D = 0∗ ∪ {r ∗ s | r ∈ C1 ∧ s ∈ C2 ∧ r > 0, s > 0}, es una cortadura, como
se definió en (2.1).
Demostración.
Si C1 =0
∗ o C2 =0
∗ se tiene que C1 • C2 =0∗, ya que el producto de un numero
negativo por uno positivo es negativo, luego C1 ∗C2 es una cortadura. Veamos
que cumple las tres condiciones de una cortadura:
1. D no es vació , puesto que es la unión de dos conjuntos no vaćıos y
tampoco todo Q porque como C1 y C2 son acotados superiormente, el
producto de una cota superior de C1 por una cota superior de C2 no esta
en D.
2. Sea x ∈ D y z < x, z ∈ Q, entonces si x < 0, entonces y ∈ 0∗ y por lo
tanto y ∈ D. Si x > 0, entonces existen a ∈ C1 y b ∈ C2 y a, b > 0 tal




= b; si t esta en C2 y aśı z = at esta en D.
3. Los elementos de 0∗ no pueden ser máximos de D, ya que son todos
menores que cero, sea rs ∈ D, como no existe máximo en C1 ni en C2,
existen un racional p en C1 y q en ,C2, con p > r y q > s; entonces
pq ≥ rs ≥ 0 y estando p· en D, D efectivamente no tiene máximo.
Para la multiplicación se cumplen las propiedades de conmutativa, asociativa,
distributiva con respecto a la suma, existencia de un elemento módulo o
idéntico, y para cada cortadura C existe su elemento inverso multiplicativo; de
tal manera que el conjunto de cortaduras con la definición de suma y producto
entre ellas es un cuerpo. Será ordenado si se puede establecer una relación de
orden entre cortaduras, es decir si se satisface la ley de Tricotomia.
Proposición 3.13. El orden entre cortaduras satisface la ley de la tricotomia,
es decir para dos cortaduras A y B, solo se tendrá una de las siguientes
relaciones: A < B, o A > B ,o A = B.
Demostración.
Veamos que solo se tiene uno de los siguientes casos:
i) Si para todo x que esta en A, x también esta en B; y si para todo z que esta
en B, z también esta en A, implica que las cortaduras son iguales.
ii) Si A es diferente a B, existe en A un elemento x que no esta en B , en cuyo
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caso B < A; o bien existe un racional z en B que no está en A y en tal caso
A < B.
Uno de los aspectos más importantes que generó la construcción de los números
reales como propuso Dedekind fue precisamente la falta de continuidad de los
números en la recta real y que hasta esa época se teńıa, luego era de gran
objetivo verificar que el conjunto de cortaduras no dejaba huecos. Esto se
demuestra con la siguiente propiedad.
Proposición 3.14. Si A es un conjunto de cortaduras (Números reales), A
diferente de vació y acotado superiormente, entonces A tiene una cota superior
mı́nima o Sup.
Demostración.
Sea B un conjunto de números racionales que pertenecen a una cortadura
contenida en C, es decir B = {x ∈ Q ∧ x ∈C⊂ A}, para B hay que verificar
dos hechos, que B es un número real, es decir una cortadura y que B es la
mı́nima cota superior de A:
i)Para que B sea un número real hay que demostrar las tres condiciones de
una cortadura:
1. Si x está en B, y < x, entonces x está en algún C de A, al ser C un
número real el supuesto que y < x implica que y está en C y por lo tanto
y está en B.
2. B es diferente de vaćıo, ya que al ser A diferente de vaćıo, existe algún
C en A y puesto que C es un número real existe un x en C, es decir B
tiene elementos.
3. En B no están todos los números racionales. Puesto que A es acotado
superiormente, existe algún número real ω tal que C < ω para todo C
de A. Cómo ω es una cortadura existe algún número racional p que no
esta en ω, como C esta contenido en ω luego también x no esta en C
para algún C en A y por lo tanto x no esta en B, de tal manera que en
B no están todos los números racionales.
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ii)Para demostrar que B es el Sup (A), supóngase que C está en A, luego C
esta contenido en B es decir C ≤ B de modo que B es una cota superior de A;
si ω es una cota superior de A, entonces C ≤ ω para todo C de A; esto significa
que C está contenido en ω, lo que también significa que B está contenido en
ω, es decir B ≤ ω, lo que quiere decir que B es la cota superior mı́nima de A.
Al conjunto de cortaduras producidas por números racionales y por números
no racionales ( irracionales) y que cumple todas las propiedades de cuerpo
ordenado y completo fue llamado el conjunto de números Reales.
La construcción que hizo Dedekind no fue la única, Cantor también dejo su
aporte a la matemática por el mismo tiempo que Dedekind,construyendo los
números reales pero utilizando sucesiones de Cauchy; veamos a continuación
algunas generalidades de su trabajo.
3.2. Construcción de los números reales a partir
de sucesiones de Cauchy sugún Georg
Cantor
Georg Ferdinand Ludwing Philip Cantor(1845 -1918), nacido en San
Pestersburgo Rusia en 1845. En 1863 entra a la universidad de Berlin donde
estudia Matemáticas, f́ısica y filosof́ıa, en 1867 recibe el doctorado después de
haber presentado un trabajo sobre aritmética de Gauss y la teoŕıa de números
de Legendre; comienza su carrera como profesor en la universidad de Halle
Alemania donde publica sus primeros trabajos sobre teoŕıa de números, que a
lo largo de su carrera cient́ıfica fue el mayor de sus intereses; según [9] en 1872
publica por primera vez su teoŕıa de números irracionales, por la misma época
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que lo hizo Weierstrass y Dedekind, que se convirtieron en grandes defensores
de su teoŕıa.
En [18]se muestra como Cantor realiza la contrucción de estos números sobre
la base de los números racionales a través de sucesiones fundamentales o de
Cauchy 2, Cantor define el ĺımite de una sucesión fundamental {xi} como un
número racional A, tal que ĺımn−→∞(A− xn+r) = 0; después hace la extensión
del concepto de ĺımite donde A es un número irracional; y con base en las
sucesiones fundamentales llega a demostrar que el conjunto de números reales
forman un sistema completo.
Que el conjunto de números racionales no es completo o que presenta huecos
en la recta numérica se evidencia a partir de sucesiones, ya que existen muchas
sucesiones de números racionales que no son convergentes a uno de éstos
números, por ejemplo la sucesión definida por recurrencia:
an = 1 +
1
1+an−1
, con a1 = 1 es convergente al irracional
√
2, véase que para




a2 = 1 +
1
1+a1





a3 = 1 +
1
1+a2






a4 = 1 +
1
1+a3






a5 = 1 +
1
1+a4





= 1, 4137 y aśı sucesivamente.
Si se utiliza la propiedad de la teoŕıa de ĺımites de sucesiones donde afirma
que, una sucesión es convergente si y sólo si es una sucesión de Cauchy, se
puede mostrar que efectivamente es convergente.
Para que la sucesión sea de Cauchy, ésta debe cumplir que |am − an| < ε para
todo m, n mayor que N, para algún número natural N.
Para cualquier n se tiene que |an+1 − an| < ε, es decir:
|an+1 − an| = |(1 +
1
1 + an
)− (1 + 1
1 + an−1





2Sea S un cuerpo ordenado, {xn} una sucesión de elementos de S. Se dice que la sucesión
es de Cauchy o fundamental, si para todo ε > 0, existe un número natural N tal que,
para todo m y n, si m,n ≥ N , entonces |xm − xn| < ε; es decir una sucesión de números
racionales es de Cauchy, cuando cada vez que n aumenta sus elementos se acercan unos
a otros.
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|an+1 − an| = |
an−1 − an
(1 + an)(1 + an−1)
| = |an − an−1|
(1 + an)(1 + an−1)
si se aplica el anterior proceso a la expresión |an − an−1| se tiene que :
|an+1 − an| =
|an−1 − an−2|
(1 + an)(1 + an−1)(1 + an−1)(1 + an−2)
Al realizar reiteradamente este proceso se tiene que:
|an+1 − an| =
|a2 − a1|
(1 + an)(1 + an−1)2(1 + an−2)2....(1 + a2)2(1 + a1)
Como (1 + an)(1 + an−1) = 1 + an−1 + an + an−1an > 3, ya que el término más





para todo n número natural, y por lo tanto,
|an+1 − an| = 13(n−1) y como la expresión
1
3(n−1)
se acerca a cero cuando n
tiende a más infinito, se concluye que |an+1 − an| < ε, para todo ε > 0.
Si se toma a m = n +p para cualquier número entero p, se tiene que:
|am − an| = |an+p − an|
y por la desigualdad triangular se tiene que
|an+p − an| ≤ |an+p − an+p−1|+ |an+p−1 − an+p−2|+ ...+ |an+1 − an|
y por lo anterior:


























Nuevamente la última expresión tiende a cero cuando n crece sin ĺımite,
entonces se concluye que |am−an| = |an+p−an| < ε, para todo m,n mayor que
N, un número natural dado; luego como es una sucesión de Cauchy, entonces
es convergente.




Supóngase que la sucesión converge a un número L, entonces:









L(1 + L) = 2 + L→ L+ L2 = 2 + L→ L2 = 2
al resolver la ecuación cuadrática se tiene que L=
√
2
Otro ejemplo de una sucesión de números racionales que no converge a uno
de ellos es, {an} = (1 + 1n)
n, cuando n que recorre los números naturales;
sucesión que converge al número e, otro de los números irracionales importantes
para el desarrollo de la matemática aplicada; su descubrimiento se le otorga
al matemático y cient́ıfico Jakob Bernoulli quien realizó un trabajo sobre
interés compuesto, pero Leonhard Euler popularizó el uso de la letra ”e” para
representar la constante, además fué quien descubrió numerosas propiedades
referentes al número.





es convergente se utiliza la
proposición que afirma que si una sucesión es monótona creciente y acotada
entonces es convergente, es decir hay que verificar que la sucesión es monótona
creciente y acotada.
Para tal situación se usa un caso particular de la desigualdad de Bernoulli que
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afirma que:
Para todo x > 0 y todo n ∈ N , se tiene que (n+ 1)xn ≤ nxn+1 + 1.
Sin necesidad de demostrar hay aqúı algunos casos particulares:
Si x = 5 y n = 2, se tiene que: (3)52 < 2(5)3 + 1⇒ 75 < 251
Si x = 3 y n = 5, se tiene que: (6)35 < 5(3)6 +1⇒ 1458 < 3646, efectivamente
se cumple.





es creciente, se toma en la
















































, es decir an < an+1 como se queŕıa mostrar.





es acotada, se toma el hecho





es decreciente, verificación que se puede
hacer igual que la anterior, entonces como:
(1 + 1
n
)n < (1 + 1
n











< 4, luego es acotada; por lo tanto, como la sucesión
es acotada y monótona creciente, entonces es convergente.
En conclusión se han encontrado sucesiones convergentes a números que no
son racionales; la existencia de este tipo de números como
√
2, e, π que no
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hacen parte de la lista de los números racionales y que son los huecos o vaćıos
de los números racionales en la recta numérica, le permitió a Georg Cantor
pensar en llenar esos huecos a través de sucesiones de Cauchy.
El hecho de encontrar sucesiones donde su convergencia no es a un número
racional representó un grave inconveniente en el análisis matemático, se afirma
en [9], que no se teńıa certeza de encontrar en el conjunto de los números
racionales un elemento que fuera el ĺımite de una sucesión dada.
La idea de Cantor fue mostrar que existen otros números que unidos al cuerpo
de los números racionales(Q) lo convierte en otro cuerpo (R∗), en el que toda
sucesión fundamental sea convergente en él; es decir lo que muestra Cantor es
que un cuerpo ordenado es completo, si toda sucesión fundamental, converge
hacia un elemento del cuerpo.
En el método de Cantor primero se muestra que el conjunto de sucesiones de
Cauchy forman un anillo con las operaciones usuales de suma y producto entre
ellas aśı:
{an}+ {bn} = {an + bn}
{an} ∗ {bn} = {an ∗ bn}
luego se define la sucesión nula como aquella que converge hacia 0, para
justificar que éste conjunto es un ideal de anillo3, posteriormente se define una
relación de equivalencia entre sucesiones como {an} ∼ {bn} si {(an − bn)} es
una sucesión nula, para originar una partición y mostrar que el anillo cociente4
denotado por S
I
, donde S es el conjunto de sucesiones de Cauchy é I el conjunto
de sucesiones nulas, es un cuerpo arquimediano y completo; Cantor llama a
éste conjunto como el sistema de números reales R.
Es fácil mostrar que el conjunto S de todas las sucesiones fundamentales o de
Cuachy formadas por números racionales, junto con las operaciones de suma
y producto de manera usual entre sucesiones forman una estructura de anillo.
3Un subconjunto S de un anillo R, es un ideal de anillo, si es un sub grupo bajo la adición
y para cualquier s en S, r en R se tiene que s ∗ r esta en S
4Es un anillo que se obtiene sobre el conjunto de clases de equivalencia, respecto a una
relación de equivalencia
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Para mostrar que el conjunto R tiene estructura de cuerpo lo único que faltaŕıa
es mostrar que para cada sucesión {an} diferente de la sucesión nula existe su
inversa veamos la propiedad.
Proposición 3.15. El anillo R = S
I
tiene estructura de cuerpo.
Demostración. Supongamos que {an} es positiva y no es la sucesión nula de
elementos todos ceros, de Cauchy y no pertenece a I, se debe mostrar que tiene
inversa.
Como {an} no es nula, existe ε > 0 tal que {an} > ε para todo n > no, con
no ∈ N
Si se define la sucesión {bn} equivalente a {an} de la forma:
bn = 1 para todo n = 1, ..., no y bn= an para todo n > no.
La sucesión { 1
bn





| = |bm − bn
bn ∗ bm





por lo tanto la sucesión { 1
bn
} es la inversa de {an}.
Para mostrar que el conjunto cociente S
I
es arquimediano, es necesario definir
que si una sucesión de Cauchy es positiva, si existe ε > 0 , n0, con ε un número
racional y n0 un número natural, se cumple que {an} > ε para todo n > n0.




Sea {an} y {bn} elementos de R, se debe mostrar que existe un natural m que
cumple que m{an} > {bn}
Como {an}¿ ε para todo n > n0 y {an} < M es decir es acotada por ser de
cauchy; además como el conjunto de los números racionales es arquimediano,
existe un número m, tal que mε > M , entonces
m{an}−{bn} > mε−M > 0 siempre que n > n0 y por lo tanto m{an} > {bn}
como se queŕıa mostrar.
La propiedad de densidad de los números reales se puede mostrar a través de
la siguiente proposición
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Proposición 3.17. Entre dos números reales distintos, siempre existe un
número racional.
Demostración.
Si x e y dos números reales, con x < y, se debe mostrar que existe un racional
r tal que: x < r < y.
Al tomar x = {an}, y = {bn}; {an} < {bn} implica que {an}−{bn} < ε siempre
que n > no para algún entero no.
Como las sucesiones {an} y {bn} pertenecen a Ω, es decir son de Cauchy,
entonces existe un entero positivo mo > no para el cual podemos decir que
|an − am| < ε4 y |bn − bm| <
ε
4
siempre que m,n sea mayores que mo.
Si se toma al número c = 1
2
(amo+, bmo), entonces para todo n > mo,





(bmo − amo)− ε4 >
ε
4






(bmo − amo)− ε4 >
ε
4
por lo tanto {an} < {cn} < {bn}.
En el texto Principios de Análisis matemático [18], se hace de la siguiente
manera la demostración que el cuerpo ordenado por sucesiones fundamentales
es completo, es decir, él muestra que toda sucesión fundamental de elementos
de R es convergente en un elemento de R:
Proposición 3.18. El campo Real R es completo.
Demostración.
Sea {xn} una sucesión de Cauchy de números racionales. Para cada entero n
tomamos un racional an tal que xn < {an} < xn + 1/n.
Para demostrar que la sucesión an ∈ Ω, sea ε cualquier número racional
positivo,entonces se puede encontrar un entero positivo no > 3/ε, tal que:
|xn − xm| < ε3 siempre que m,n > no, entonces,
|an − am| ≤ |an − xn| + |xn − xm||xm − am| < ε siempre que m,n ≤ no y por
lo tanto |an − am| < ε.
Si se supone que x = {xn}, se puede ver que ĺım {xn} = x, como existe una
sucesión de racionales {an}, tal que ĺım {an} = x, entonces |an−x| < δ2 siempre
que n ≥ mo, entonces |xn − x| ≤ |xn − an|+ |an − x| < δ, siempre que n ≥ mo
y, por consiguiente ĺım {xn} = x.
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De igual manera es equivalente y también lo demuestra en [18], que en el
cuerpo R de los números reales, todo conjunto acotado superiormente tiene
supremo o mı́nima cota superior nombrada como(sup) y que todo conjunto
acotado inferiormente tiene ı́nfimo ó máxima cota inferior llamada (́ınf).
Con ello se concluye que el sistema de números reales construido a partir de
sucesiones de Cauchy de números racionales, cumple todas las propiedades que
el conjunto de los números reales definidos axiomaticamente.
3.3. Construcción de los números reales a partir
de intervalos encajados
El trabajo de intervalos encajados debido a George Cantor afirma que un
número real está determinado por la intersección de una sucesión infinita
de intervalos cerrados de extremos racionales; es decir todo número se puede
expresar como un punto en común de infinitos intervalos cerrados de sucesiones
crecientes an y sucesiones decrecientes bn de la forma [an, bn], donde cada
intervalo esta contenido en el anterior.
En [4] se plantea la construcción de la siguiente manera iniciando con las
siguientes definiciones:
Definición 3.19. Sea (K,+,*,≤) un cuerpo ordenado. Dados a,b en K con
a≤b, se llama intervalo cerrado de extremos a y b y se designa por [a,b] al
conjunto formado por todos los elementos x ∈ K tales que a ≤ x ≤ b
Definición 3.20. Se llama una familia de intervalos encajados, al conjunto de
intervalos I1, I2, I3 · · · Ik, con Ik = [ak, bk], subconjuntos de R, donde,
1. Para todo k ∈ N, Ik+1 ⊂ Ik, es decir el intervalo Ik esta contenido en
el anterior.
2. Si los extremos de cada intervalo Ik son ak y bk,y ĺımk→∞(ak − bk) = 0.
Proposición 3.21. Principio de intervalos encajados.
Sea In, n ∈ N una familia de intervalos cerrados, tal que:
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1. In+1 ⊂ In





In = x, para algún x en R
Demostración.
Sea In = [an, bn],una colección de intervalos encajados, ver figura 3.4, por (1)
se tiene que an < an+1 6 bn+1 6 bn, para todo n número natural, por lo
tanto cada elemento A = an, n ∈ N es menor o igual que cualquier elemento
B = bn, n ∈ N, en particular a = supA 6 bnybn = infB > an, para cada
n ∈ N.




Si esta intersección contiene dos puntos distintos z, w con z < w, se toma
ε = w − z y por (2) se tiene una contradicción, por lo tanto a , b coinciden y:
∞⋂
n=1
In = a = b = x ver figura 3.4.
Figura 3.4: Intervalos encajados
El trabajo de Cantor puede resumirse aśı, (véase [4]): inicialmente define
número real x como la intersección infinita de intervalos de la forma [ ak,
bk ], donde para el extremo inferior los números a1, a2, a3...an forman una
sucesión creciente de números racionales, que se aproxime al número real x
tal como se quiera y para el extremo superior los números b1, b2, b3...bn forman
una sucesión decreciente de números racionales. Como un número real x puede
estar determinado por varias familias de intervalos encajados, se puede definir
una relación de equivalencia entre éstas familias, de tal manera que un número
real este determinado no por una familia de intervalos, sino por una clase de
40
equivalencia.
Entonces demuestra la siguiente propiedad:
Proposición 3.22. Sea C el conjunto o familia de intervalos encajados
I1, I2, I3 · · · In, con In = [an, bn] con an y bn elementos de Q, la relación
binaria en el conjunto de intervalos definida por In ≈ I ′n si y sólo si
ĺımn→∞[an − a′n] = 0 es una relación de de equivalencia en C.
Definición 3.23. Al conjunto cociente C/≈ se le llama conjunto de los
números reales y se designa por R
Para mostrar que el conjunto de clases de equivalencia entre ellas es un cuerpo
arquimediano y completo, se definen las operaciones de suma y producto de la
siguiente forma:
Definición 3.24. i. Sea + la ley de composición interna en C definida por
[an, bn] + [cn, dn] = [an + cn, bn + dn] con n ∈ N.
ii. Sea · la ley de composición interna en C definida por x · y = z, siendo z la
clase del elemento [an · cn, bn · dn] si [an, bn] ∈ X y [cn, dn] ∈ Y , con n ∈ N y
a1, c1 > 0
Todas las propiedades que permiten verificar que el conjunto de objetos
definidos a partir de intervalos encajados cumplen las mismas propiedades
que los números reales se pueden observar en [4]
3.4. Equivalencia entre las diferentes
construcciones del número real
Después de revisados los trabajos sobre números reales, elaborados por
los matemáticos Dedekind y Georg Cantor, surge la siguiente duda: ¿ los
conjuntos formados a través de cortaduras y a través de sucesiones de Cauchy
representan el mismo conjunto; es decir, existirá un sólo conjunto que cumple
los axiomas de cuerpo, orden y completitud?. La respuesta puede ser negativa
si se piensa en el conjunto sólo como objetos, pero afirmativa si se ven
los objetos acompañados de su estructura y composición, por ejemplo si se
toma como base los números reales, existen otros conjunto con la misma
estructura,por ejemplo en [24] se toma a : F = {(x, x), x ∈ R} , con las
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operaciones de suma (+) y producto (*) definidas de la siguiente manera:
(x, x) + (y, y) = (x+ y, x+ y)
(x, x) ∗ (y, y) = (x ∗ y, x ∗ y)
Al analizar este un conjunto de parejas ordenadas, se puede observar que
no están en la recta horizontal tomada para los números reales y se puede
demostrar que efectivamente cumple todos los axiomas de un cuerpo orden
y completitud, si se analiza detenidamente el conjunto F tiene los mismos
elementos que los que se encuentran en la recta real (R) sólo que los elementos
de F están en una recta inclinada 45 grados en dirección contraria a las
manecillas del reloj con respecto a la misma. Ahora se puede pensar que existen
diferentes cuerpos que son ordenados y completos, pero que en su estructura
y composición son idénticos a los números reales (R), esto matemáticamente
quiere decir, dos cuerpos ordenados completos son equivalentes o isomorfos, si
existe un isomorfismo entre ellos.
Los cuerpos isomorfos pueden considerarse como esencialmente idénticos, es
decir cualquier propiedad que se cumpla en uno de ellos también se cumplirá en
el otro.
Para mostrar que dos cuerpos ordenados y completos (R) y F son equivalentes
o isomórfos se debe construir una función llamada un isomorfismo f de (R) en
F , que cumpla las siguientes condiciones:
1. Si x 6= y, entonces f(x) 6= f(y).
2. Si z ∈ F , entonces z = f(x) para algún x ∈ (R).
3. Si x, y están en (R), entonces:
a) f(x⊕ y) = f(x) + f(y)
b) f(x y) = f(x) ∗ f(y).
4. Si x < y,entonces f(x) < f(y).
Es de anotar que las operaciones binarias x ⊕ y y x  y están definidas en el
cuerpo R y las operaciones f(x)+f(y) y f(x)∗f(y) en el cuerpo F , en el libro
de Michael Spivak [24] utilizan y demuestran la equivalencia con la siguiente
función: f : R → F , definida en tres partes de acuerdo al número real,
asi:
i) Si el número es entero, sean 0’ y 1’ los elementos módulos en F :
f(0) = 0′
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f(n) = 1′ + 1′ + · · ·+ 1′, n veces si n > 0
f(n) = −(1′ + 1′ + · · ·+ 1′), |n| veces si n < 0






, para todo p
q
∈ Q.
iii) Si el número es racional:
f(x) = sup{p′
q′
∈ F ; p
q
< x}
La definición esta basada en las cortaduras de Dedekind, es decir cualquier
número real esta determinado por los número racionales menores que él, según
[24] para cualquier x de R, sea Ax el subconjunto de F que consiste en todos
los f(r), para todos los números racionales r < x; el conjunto Ax no es vaćıo
y es acotado superiormente, ya que si r0 es un número racional con r0 > x,
entonces f(r0) > f(r), para todo f(r) de Ax. Al ser F un cuerpo ordenado
completo, el conjunto Ax tienen una cota superior mı́nima, entonces se define
a f(x) = supAx.
En el texto Principios de análisis matemático de Lines [18] toman la misma
definición para cada número racional, pero para todo número irracional x
como la sucesión que converge él; es decir en la definición en Lines se toma
la construcción de los números reales a través de la sucesiones de Cauchy.
En ambos textos se puede ver la demostración general en la cual efectivamente




”No sólo los malos alumnos muestran aversión por el álgebra; esto puede ocurrirle a estudiantes inteligentes. Siempre hay algo
arbitrario y artificial en una notación; es pesada tarea para la memoria aprender un nuevo sistema. Un alumno inteligente
puede negarse a ello si no capta la razón. La aversión que muestra hacia el álgebra está justificada si no se le han dado
ocasiones frecuentes de constatar por la experiencia la ayuda evidente que el lenguaje de śımbolos matemáticos puede ofrecer a
la mente. Ayudarle en tal experiencia es un deber importante del profesor, diremos incluso esencial, nada fácil por lo demás”
(Polya,1965)
4.1. Intencionalidad de la propuesta
Con el objetivo de desarrollar un pensamiento lógico en los estudiantes, que
le permita comprender e interactuar con el medio socio-cultural donde se
relaciona, la enseñanza de la matemática escolar y en general el estudio
de la matemática debe pretender dos intencionalidades bien claras: la
matemática como herramienta para entender conceptos de otras disciplinas y
de ella misma, y la matemática como pretexto para desarrollar habilidades
de pensamiento, tales como diferenciación, comparación, interpretación,
estimación, argumentación, comunicación y solución de problemas entre otras;
de esta manera las actividades matemáticas en el aula de clase deben estar
encaminadas a la formación de estructuras y competencias cognitivas, aśı como
laborales en cuanto a la responsabilidad y cumplimiento de los compromisos.
Después de haber identificado los vaćıos conceptuales que deja la definición
axiomática de los números reales, en términos de densidad, completitud y
aproximación numérica de los números irracionales, en este trabajo se pretende
formular una serie de actividades didácticas como una manera de introducir a
los estudiantes de grado once de educación básica o de primer semestre de la
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universidad, en carreras afines a las ciencias exactas, al estudio de los números
reales; y que les permitan establecer diferencias conceptuales entre los números
racionales y los números irracionales.
Los talleres son una propuesta para trabajar el estándar estipulado por el
ministerio de educación nacional (MEN), que dice textualmente asi:
Reconocer la densidad e incompletitud de los números racionales a través de
métodos numéricos, geométricos y algebraicos.
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4.2. La Metodoloǵıa
Cuando se estudia un concepto matemático centrado en las ideas y hechos
históricos, se puede entender el por qué de su origen y cuáles fueron las causas
y consecuencias del concepto; pero para un proceso de enseñanza el objeto de
estudio sufre una serie de transformaciones que van a hacerlo apto para su
enseñanza, es por ello que ésta propuesta esta basada en una metodoloǵıa que
tiene como referente el concepto de Transposición didáctica de Chevallard; 1
“ El trabajo que transforma de un objeto de saber a enseñar en un objeto de
enseñanza, es denominado transposición didáctica ” [8].
A pesar de que Chevallard le dio identidad al concepto en el campo de las
ciencias, especialmente en matemáticas, en [11] se afirma que, la gran mayoŕıa
de investigadores en didáctica le atribuyen la paternidad a Michel Verret 2
hacia el año de 1975. En la transposición didáctica se menciona según [11],
que en el proceso educativo existen tres tipos de saberes a diferenciar:
El saber del estudiante o aprendizaje silencioso, que es de carácter intuitivo,
producto de su imaginación e interpretación de la realidad de su entorno y que
utiliza el estudiante para resolver asuntos de la vida cotidiana; lo que llama
Vigotsky saberes previos.
El saber académico o técnico es producido por la investigación en centros
académicos a través de cursos, conferencias, seminarios, revistas dirigidas a
especialistas de una determinada área de estudio, denominado en [8] como
el saber sabio; su lenguaje es técnico y preciso en el área y por lo general
contradice la intuición y el sentido común, ya que es producido por la
investigación; el saber sabio sufre una transformación al tomar la identidad
de quien lo publica.
El saber a enseñar, la labor del docente esta encaminada a seleccionar de su
saber académico todo aquello que de acuerdo a los planes de estudio y las
necesidades de la población se convierta en material de estudio y sea aceptado
1Yves Chevallard, nació el 1 de mayo de 1946. Licenciado en matemáticas e investigador
francés, una de sus obras más difundidas en el ámbito educativo traducida al habla
hispana es La transposición didáctica. del saber sabio al saber enseñado.
2Sociólogo y pensador francés
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por sus estudiantes, este es el saber a enseñar.
La transposición didáctica son todos aquellos pasos, métodos y técnicas que se
realizan para que el saber académico o saber sabio, se transforme en un saber
enseñado, al alcance de los estudiantes en un ambiente escolar.
Para buscar que el saber académico del docente se convierta en un saber
aprendido, se plantean una serie de talleres, donde cada uno de ellos esta
dividido en tres secciones:
1. Actividades de profundización.
Tiene que ver con la sustentación teórica por parte del docente de los conceptos
y propiedades necesarias, de ı́ndole aritmético o geométrico, que el estudiante
necesita para desarrollar las actividades y que le permiten adquirir nuevos
conocimientos y habilidades; en algunos casos aludiendo al momento histórico
en que fueron trabajados.
En algunos casos esta actividad será remplazada por una actividad previa que
no lleva explicación teórica, sino que crea expectativa de lo que aprenderá,
igualmente tiene como fin activar sus conocimientos previos.
2. Actividades de aplicación.
Aqúı se proponen una serie de ejercicios o problemas que tienen la
intencionalidad de aplicar los conceptos en la fase de profundización y a su
vez desarrollar habilidades de tipo algoŕıtmico y cognitivo.
3. Actividades complementarias.
A través de lecturas, consulta de temas o planteamientos de problemas, el
estudiante tiene la oportunidad de desarrollar la habilidad de investigación y
puesta en práctica de los conceptos estructurados en el tema; normalmente
este tipo de actividad es extra clase.
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4.3. Objetivo de los talleres
En los talleres se tiene como objetivo estructurar bases sólidas sobre la
conceptualización en las diferencias entre números racionales e irracionales, es
decir el estudiante por ejemplo a través de sucesiones, fracciones continuas,
construcciones geométricas, entre otras, llegue a una aproximación de un
número irracional y evidencie que el proceso de aproximación de sus cifras
decimales es infinito.
Con el desarrollo del taller 1 se pretende que el estudiante identifique las
magnitudes conmensurables con los números racionales, y las magnitudes
inconmensurables con los números irracionales,de igual manera dar a conocer
el origen de las magnitudes inconmensurables utilizando la figura de los nueve
puntos mostrada a continuación.
Figura 4.1: Nueve puntos y el número
√
2
Con el desarrollo del taller 2 se espera que el estudiante comprenda que
cualquier número real se puede aproximar a una representación decimal; si
es racional, como se enuncia en [2], aśı:









+ · · ·+ an
10n
,
que se escribe como: r = a0.a1a2a3 · · · an; esta aproximación se puede encontrar
utilizando el algoritmo de división y para los números irracionales a través de
sucesiones o fracciones continuas.
El estudiante debe evidenciar que en todo número racional sus cifras decimales
son finitas o infinitas periódicas y que en todo número irracional sus cifras
decimales son infinitas no periódicas.
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En el taller 3 se involucra la geometŕıa como aspecto histórico y fundamental
en la construcción del conocimiento.
Su intencionalidad es aproximar de una manera más exacta la ubicación de
cualquier número racional en la recta y para algunos números irracionales
construibles. Este taller permite trabajar la problemática de biyección entre
número reales y puntos de la recta numérica.
Con el taller 4 se pretende que el estudiante deduzca que el número número π
representa la relación entre la longitud y el diámetro de toda circunferencia;
además utilizando construcciones de poĺıgonos el estudiante debe llegar a un
valor aproximado por encaje de intervalos; para la interpretación del concepto
se utilizan los objetos redondos observados en su entorno.
En el taller 5 se trabaja el número de oro, conocido como Phi φ, también muy
utilizado en la arquitectura, arte, entre otras, se utiliza fracciones continuas
para su aproximación decimal y se propone que el estudiante utilizando
construcciones geométricas encuentre un segmento de longitud el número φ.
Con el taller 6 pretende que el estudiante comprenda lo que significa que el
conjunto de los números reales sea denso, es decir que verifique que dados dos
números reales, por próximos o cercanos que se encuentren existen infinitos
números reales entre ellos.
4.4. Evaluación
Los criterios de evaluación corresponden con lo estipulado en los Estándares en
matemáticas para grado once dados por el Ministerios de Educación Nacional y
en lo referente a los pensamientos numérico, geométrico, métrico y variacional,
asi:
1. Analizar representaciones decimales de los números reales para
diferenciar entre racionales e irracionales.
2. Reconocer la densidad e incompletitud de los números racionales a través
de métodos numéricos, geométricos y algebraicos.
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3. Establecer relaciones y diferencias entre diferentes notaciones de números
reales para decidir sobre su uso en una situación dada.
4. Usar argumentos geométricos para resolver y formular problemas en
contextos matemáticos y en otras ciencias.
5. Utilizar las técnicas de aproximación en procesos infinitos numéricos.
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4.5. Los Talleres




MAGNITUDES CONMENSURABLES E INCONMENSURABLES
GRADO ONCE
Objetivo:
Reconocer las magnitudes conmensurables y las magnitudes inconmensurables.
I. Actividad de profundización
Figura 4.2: Segmentos conmensurables a razón 5 a 3
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En la 4.2(1) se aprecian dos segmentos de longitud A= 15cm y B = 9cm
respectivamente.
Se quiere hacer una comparación entre sus medidas, se ve que el segmento
más pequeño B no cabe un número exacto de veces en el segmento A, si
superponemos el segmento B en el segmento A se observa en (2) que sobra un
segmento de longitud 6 cm ( segmento C).
Si se compara el segmento B de longitud 9 cm y el segmento C de longitud 6
cm, nuevamente se ve que el más pequeño no cabe un número exacto de veces
en el segmento más grande, si superponemos el segmento C en el segmento B
(3), nuevamente sobra un segmento de longitud 3 cm ( segmento D).
Ahora si se compara el segmento C de longitud 6 cm y el segmento D de
longitud 3 cm, ahora se observa que es el más pequeño cabe dos veces en el
segmento más grande (4), es decir al superponer el segmento D en el segmento
C sobra un segmento de longitud igual al segmento D..
Se puede afirmar que por cada tres unidades en el segmento B existen 5
unidades en el segmento A, es decir los segmentos A y B están en razón 5/3 ,
en términos de proporciones se dice que: A es a B como 5 es a 3 y en simboloǵıa
matemática se escribe: A : B :: 5 : 3 .
II. Actividad de aplicación
1. De acuerdo a lo anterior, grafique a una escala adecuada dos pares de







2. Si dos segmentos están en razón 3 a 7 y uno de ellos mide 27 cm, cuánto
mide el otro segmento? Existe una única respuesta?
3. Qué condiciones deben cumplir dos segmentos para que su razón sea de
1
2
. Existirá un sólo par de segmentos?
4. Si se dispone de una lámina rectangular de triplex de 70 cm de largo por
60 cm de ancho y se desea dividirla en cuadrados de la mayor área posible,
que no sobre ni falte material, ¿ cómo se aplica la conmensurabilidad de
los lados de 70 cm y 60 cm para encontrar el número de cuadrados?
5. Aśı como existen infinitas magnitudes del mismo tipo que sean
conmensurables, también existen infinitas magnitudes que no son
comparables con otra del mismo tipo mediante una razón entre números
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enteros, a éstas magnitudes se les llama inconmensurables. Hippasus de
Metapontun, matemático y filósofo miembro de la escuela pitagórica,
a mediados del año 500 a de C hizo uno de los descubrimientos que
cambiaŕıa el rumbo de la geometŕıa y la matemática en esos tiempos.
En la siguiente figura, la distancia entre dos puntos seguidos de forma
vertical u horizontal es de una unidad; un punto de ella se nombra con las
coordenadas horizontal y vertical, por ejemplo el punto que se encuentra
en todo el centro de la gráfica tiene como coordenadas (B2); observe la
figura y conteste las preguntas:
a) Escriba las coordenadas de todos los cuadrados que tienen por
vértices puntos de la figura y encuentre la medida de su área.
b) ¿ En la gráfica existe un cuadrado cuya medida del lado este entre
uno y dos unidades ?
c) Si la respuesta anterior es afirmativa, nómbrelo y diga cómo puede
obtener la medida de su lado.
d) Cuál es el área del cuadrado de coordenadas A2, B1, C2 Y B3 ?
e) Construya la figura en una hoja cuadriculada y tome de unidad (u)
cualquier número de renglones, utilizando la cuadricula verifique
que el área del cuadrado A2, B1, C2 Y B3 es de 2 u2
f ) Cuál es el número cuyo cuadrado es 2?
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III. Actividades complementarias.
1. Consulte cuál fue el descubrimiento que obtuvo Hippasus de Metapontun
y las consecuencias que le trajo a su vida.
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4.5.2. Taller 2: Las cifras de un número real
LOS NÚMEROS REALES
GUÍA No 2
LAS CIFRAS DECIMALES DE UN NÚMERO REAL
GRADO ONCE
Objetivo:
Verificar que los números racionales, en su expansión decimal presentan un
número finito de cifras decimales o infinitas pero periódicas y que los números
irracionales presentan infinitas cifras decimales no periódicas. .
I.Actividad de profundización A.
Las cifras decimales de un número racional.
Un número real r positivo que se puede expresar de la forma:









+ · · ·+ an
10n
,
donde ai son números enteros y a1, a2 · · · , an satisfacen la desigualdad 0 ≤
ai ≤ 9 es un número racional; se escribe como: r = a0.a1a2a3 · · · an, llamada su
representación decimal finita; a0 es la parte entera y a1a2a3 · · · an es la parte
decimal. Sin embargo, no todos los números racionales se pueden expresar por
medio de una representación decimal finita, por ejemplo 1
3
ya que sus cifras
decimales son infinitas periódicas.
No obstante todo número irracional x > o se puede aproximar con un error
tan pequeño como se desee con ayuda de sucesiones o fracciones continuas
como se muestra a continuación; el número de cifras decimales puede ser finito
o infinito periódico para todos los números racionales e infinito no periódico
para todos los números irracionales.
Las cifras decimales de un número racional.
Cualquier número racional p
q
, con p y q enteros, indica una división del entero
p entre el entero q, división que determina su representación decimal.
55
Por ejemplo al aplicar el algoritmo de división al racional r = 9
4
, se obtiene




, su parte entera es 2 y
25 sus cifras decimales, es decir, el número de sus cifras decimales es finito
Para el número racional r = 1
7
se obtiene:












+· · · , donde, 0
es la parte entera y las primeras 6 cifras decimales se repiten indefinidamente,
es decir el número tiene infinitas cifras periódicas.
Para el número racional r = 23
6
que es igual a:












+ · · · , presenta a 3 como parte
entera, el número 8 como antepeŕıodo y 33333... como parte decimal periódica,
también tiene infinitas cifras decimales periódicas.
II.Actividad de aplicación. A
Para cada número racional a
b
, utilizando el algoritmo de división encuentre
su expansión decimal e indique la parte entera, la parte decimal, si ésta es









III.Actividad de profundización B.
Las cifras decimales de un número irracional.
La importancia de los números irracionales en la matemáticas es muy
grande, haciendo uso de ellos se demuestran gran cantidad de propiedades
matemáticas, por ejemplo, qué seŕıa de las diferentes geometŕıas sin el número
π?,ó sin el número
√
2 y del análisis matemático ó la matemática financiera
sin el número e y sin todos los números irracionales que sirven para solucionar
ecuaciones; es por ello necesario que se estudie las caracteŕısticas y la manera
de aproximar su valor.
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Para aproximar al valor decimal de un número irracional se pueden utilizar
sucesiones o fracciones continuas. Veamos las definiciones de sucesiones y de
fracciones continuas:
I. Sucesión de números.
Una sucesión es una secuencia de números que cumplen patrón o norma
general, por ejemplo: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55,...., conocida como la
sucesión de Fibonacci del matemático italiano Leonardo de Pisa, sucesión
que tiene muchas propiedades sorprendentes, por ejemplo el cuadrado de un
término cualquiera es igual al producto de los términos que se encuentran a su
izquierda y a su derecha, aumentado o disminuido en una unidad; si se suman
los cuadrados de dos términos consecutivos de orden n y (n + 1), es igual al
término de orden (2n + 1); entre muchas más curiosidades de esta secuencia
de números.
Una sucesión se define en forma de recurrencia cuando para encontrar un
término se deben conocer el término anterior, veamos la siguiente:
an = 1 +
1
1+an−1
si a1 = 1, los términos siguientes son:
a2 = 1 +
1
1+a1





a3 = 1 +
1
1+a2






a4 = 1 +
1
1+a3





















Si bi = 1 la fracción continua se llama simple; si hay un último término se
llama una fracción continua simple finita, de lo contrario se llama fracción
continua simple infinita.
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Para hallar una fracción continua de
√
2, se parte del hecho que
√
2 se encuentra




2 = 1 + 1
x




2 = (1 + 1
x
)2









⇒ 1 = 2x+1
x2
⇒ x2 = 2x+ 1
⇒ x = 2 + 1
x
Al remplazar a x en la expresión (1) se tiene que:√




IV.Actividad de aplicación. B






, con b1 = 1.
b) an = 1 +
1
1+an−1
, con a1 = 1
para obtener los valores de an para n = 5 hasta n = 10 y los valores
de bn para n = 1 hasta n = 10, y verifique que ambas se aproximan a√
2 = 1,4142135623730950488016 dado por las calculadoras cient́ıficas.








es más próxima al
número
√
2 comparado con el valor que arroja una calculadora cient́ıfica.
3. Aproxime el número
√
2 tanto como usted quiera, realizando la operación
indicada y expresándola en forma decimal con:
a) 1 + 1
2+ 1
2











4. Use la explicación para encontrar una fracción continua para
√
3 y
aproxime su valor hasta 5 cifras decimales, compárelo con el valor dado
por la calculadora cient́ıfica.
V.Actividad complementaria.
Encuentre una fracción continua para
√
5 y aproxime su valor hasta 10 cifras
decimales, compárelo con el valor dado por la calculadora cient́ıfica.
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UBICACIÓN DE LOS NÚMEROS REALES EN LA RECTA NUMÉRICA
GRADO ONCE
Objetivo:
Identificar la ubicación exacta de los números racionales y algunos irracionales
construibles sobre la recta numérica.
I. Actividad de profundización A.
A. Ubicación de los números racionales.
Sin lugar a duda la geometŕıa aporta muchas herramientas a la interpretación
y solución de problemas en diferentes contextos, para el propósito que se
persigue, se debe tener presente los siguientes teoremas:
1. El teorema de Thales.
“Si un haz de rectas paralelas son cortadas por dos rectas secantes, los
segmentos determinados sobre una de las rectas secantes son proporcionales a
los determinados por la otra”.
En la gráfica 4.3, las rectas paralelas son Rp1, Rp2, Rp3 y Rp4; las rectas
secantes son S1 y S2.
Figura 4.3: Teorema de Thales
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2. Construcción de rectas paralelas.
Dada una recta R y un punto P exterior a ella, existe una recta que pasa por
P y es paralela a R.
Figura 4.4: Procedimiento para construir rectas paralelas parte A
Pasos:
A. Dada la recta R1 y un punto P exterior a ella, se traza una recta R2 que
pase por P y corte a la recta R1 en el punto Q, ver figura 4.4 (1).
B. Haciendo uso del compás, con centro en Q se traza un arco de circunferencia,
éste corta a las rectas R1 y a la recta R2 en los puntos B y A respectivamente;
ver figura 4.4 (2).
C.Con el mismo radio del arco anterior, con centro en el punto P se traza un
arco, de tal manera que la medida del arco que pasa por los puntos A y B debe
ser igual a la medida del arco que pasa por los puntos C y D; ver figura 4.5
(3).
D. Se traza la recta que pasa por los puntos D y P, ésta recta es paralela a la
recta R1 ya que los ángulos ^ BQA y ^ DPC son congruentes, por describir
arcos de la misma medida; ver figura 4.5 (4).
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Figura 4.5: Procedimiento para construir rectas paralelas parte B
Para hacer uso de las dos propiedades anteriores a continuación se presenta la





Para el número 7
9
se sabe que se encuentra ubicado en el intervalo [0,1] porque
es menor que la unidad; se trazan dos rectas perpendiculares como muestra la
figura 4.6, en el eje x se toma un segmento como unidad y en el eje y se ubican
nueve puntos a la misma distancia, que indica el denominador del número
racional.
Se une con una segmento el punto P9 y el punto 1 de la horizontal, y por último
se traza una recta paralela al segmento anterior desde el punto P7, donde corte
al eje x será el punto de ubicación del número 7
9
en la recta numérica.
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racional.png
Figura 4.6: Ubicación de números racionales en la recta
Ubicación de algunos números irracionales “ Números construibles ”.
Con el siguiente ejercicio se pretende resolver la pregunta: ¿ Cómo ubicar el
punto en la recta real de longitud
√
n, con n un número natural no cuadrado
perfecto, n > 2?
Hay que hacer la aclaración que no todos los números irracionales son
construibles, es decir, no se puede encontrar un segmento de recta con la
medida igual al valor absoluto del número, como por ejemplo el número π.
Recordemos que el teorema de Pitagoras afirma que:
En todo triángulo rectángulo cuya medida de los catetos catetos es a,b y la
medida de la hipotenusa es c; se cumple la relación de a2 + b2 = c2.
Es decir la suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la
hipotenusa. Ver figura.
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Utilicemos la propiedad anterior para ubicar en la recta real el punto de
longitud
√
2. Con ayuda de una regla y un compás, sobre el plano cartesiano
ubique un segmento de longitud una unidad, tanto horizontal como vertical
forme un triángulo rectángulo como muestra la figura 4.7 ; con el compás mida
la longitud de la hipotenusa y a partir de x = 0 traslade este segmento al eje
horizontal, luego el segmento que va desde 0 hasta el punto de corte del arco
con el eje x tiene medida de
√
2.
Figura 4.7: Ubicación del números ráız de dos






i). Sobre una recta horizontal a partir de un punto inicial O se traza un
segmento de longitud una unidad, se nombra al punto final con la letra A,
sobre la misma recta y a partir de O se ubica el punto
√
5, se nombra este
punto con la letra B.
ii). Desde el punto O con un ángulo de inclinación con respecto a la recta
anterior se traza un segmento de longitud
√
8, se nombra al punto final de éste
segmento con la letra C, como muestra la figura 4.8 .
iii). Se une con un segmento los puntos C y B, desde el punto A trace una
recta paralela a la recta que pasa por los puntos C y B.
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Figura 4.8: Cociente entre dos números irracionales
iv). Como los segmentos BC y AD son paralelos y los segmentos OC y OB
















II. Actividad de aplicación.








en la recta numérica y de acuerdo a
su ubicación establezca el orden entre ellos.









p, p no cuadrado perfecto. Justifique.





4. Trace un segmento de recta de longitud 3 ∗
√
6.






1. Cómo se puede utilizar el Teorema de Thales para encontrar un segmento












1. Deducir el significado del número π.
2. Utilizar construcciones de poĺıgonos inscritos y circunscritos en una
circunferencia para aproximar a través de intervalos encajados el valor
del número π
I.Actividad de profundización.
El número π que relaciona la longitud de la circunferencia con su diámetro
ha sido estudiando desde la antigüedad, en el documento llamado el Papiro
de Egipto hacia los años 1900 a de C. lo aproximación a 3,1605. A lo largo
de la historia, a este ilustre número se le han asignado diversas cantidades, en
Babilonia 3(1
8
); los egipcios le otorgaban 4(8
9
)2 y en China 3,1724; sin embargo
fue en Grecia donde la correspondencia entre el radio y la longitud de la
circunferencia comenzó a consolidarse como uno de los más insignes enigmas a
resolver. Muchas han sido las maneras de intentar encontrar una aproximación
del numero π, en geometŕıa Arqúımedes a través de poĺıgonos, en estad́ıstica
en el siglo XVIII Georges Louis Leclerc, Conde de Buffon, naturalista francés,
ideó un ingenioso método llamado ”La aguja de Buffon”que relaciona el número
pi con el lanzamiento de una aguja sobre una superficie rayada.
El número π tiene infinitos decimales; ha sido y es una ardua empresa
calcularlos. Una labor quizá tan bella como inútil, pero esencial en la naturaleza
del hombre. En la época moderna de los grandes avances tecnológicos en
comunicación, han inspirado a las empresas de informática y a los matemáticos
para poner a prueba los computadores y encontrar el el valor del número
pi con mayor número de cifras decimales, tanto que el matemático japones
Shigere Kondo en el año 2010 han logrado el desarrollo del número π hasta
con 10000000000000 de cifras decimales.
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II.Actividad de aplicación.
1. Se le pide al estudiante que identifique en el edificio varios objetos
totalmente circulares: la circunferencia de la tapa de la caneca de la
basura, una moneda, la rueda de un bicicleta, un CD, la tapa de un reloj
de forma ciĺındrica,etc; con ayuda de un cinta métrica mida la longitud
de la circunferencia (L) y el diámetro (D) y complete la siguiente tabla:
Objeto Circunferencia(L)Diametro(D)Cociente L/D
Tapa del reloj





De acuerdo a la tabla responda las siguientes preguntas:
a) Qué número caracteriza a todos los cocientes obtenidos.
b) Sabe usted que nombre recibe este número.
c) De acuerdo al ejercicio de medición de la circunferencia y el diámetro
de cada circulo, cómo se puede definir el número aqúı obtenido?
Arqúımedes, quien fué uno de los más importantes f́ısicos, astrónomos y
matemáticos griegos, nacido en el año 287 a de C, en Siracusa Magna Grecia,
reconocido por el principio f́ısico que lleva su nombre y que permite medir el
volumen de cuerpos irregulares; utilizó la construcción de poĺıgonos inscritos
y circunscritos en una circunferencia para mostrar que el número Π estaba
encajado entre el peŕımetro de los poĺıgonos inscritos y circunscritos.
En una hoja cuadriculada oficio realice varios ćırculos de diámetro 10
cent́ımetros y tome esta medida como unidad patrón; construya en ellos
poĺıgonos inscritos y circunscritos de 3 ∗ 2n número de lados, llame a Pin
y Pcn el peŕımetro de los poĺıgonos inscritos y circunscritos respectivamente.
Si n=1, el poĺıgono tiene 6 lados como muestra la figura
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Los puntos A, B, C, D, E y F son los vértices del poĺıgono inscrito y A’, B’,
C’, D’, E’ Y F’ son los vértices del poĺıgono circunscrito.
Haciendo uso de las razones trigonométricas en un triángulo rectángulo
podemos hallar la longitud del lado de cada poĺıgono.
Figura 4.9: Triángulos en los poĺıgonos
Del poĺıgono inscrito tomemos el triángulo de vértices A, B y 0 figura [1], se
traza la bisectriz del angulo ∠ AOB, como el 4 AOB es isósceles, la bisectriz
es también mediana y altura, entonces el 4 MOB es rectángulo.
En el 4 MOB figura [2], se tiene que sin(30) = MB1
2




lo tanto AB = 1
2
, es decir Pin = 3.
Arqúımedes demostró utilizando identidades trigonométricas que el peŕımetro








1. Use la figura 4.9 [3] para encontrar la medida del lado del poĺıgono




2. Utilizando las fórmulas para hallar el peŕımetro de los poĺıgonos dadas
por Arqúımedes, evalúe Pin y Pcn para n = 1, 2, 3, 4, ..,30 y llene
la siguiente tabla, para verificar que el número Π se encuentra en la
intersección de los intervalos de la forma [Pin,Pcn], es decir Pin < Π <
Pcn, donde Pin y Pcn representan las medidas de los peŕımetros de los
poĺıgonos inscritos y circunscritos respectivamente.
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1. Consulte en que consiste el experimento de “ La aguja de Buffon” para
aproximar el valor del número π
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Utilizar algoritmos aritméticos ó geométricos, para encontrar aproximaciones
al número φ .
I.Actividad de profundización.
Medir es comparar una magnitud con otra de la misma especie, según la
historia es muy primitivo la costumbre de medir utilizando segmentos de recta;
por ejemplo al comparar dos segmentos de medidas a = 18 cm y b = 10 cm,
podemos afirmar que:
1. El segmento a es 8 cm más que el segmento b.
2. Un segmento c de medida c = 2 cm cabe 9 veces en el segmento a y 5 veces
en el segmento b, es decir que la razón del segmento a con el segmento b es
como la razón que existe entre el 9 con el 5, ( a es a b como 9 es a 5), en





Los pitagóricos demostraron que no siempre es posible encontrar una medida
en común para dos segmentos, por ejemplo la inconmensurabilidad entre la
diagonal de un cuadrado y su lado de longitud una unidad.
Por ejemplo si se toma un segmento ver figura 4.10, la razón entre el total
del segmento (a + b) y el segmento mayor (a) es igual que la razón entre el










=⇒ (a+ b)b = a2
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=⇒ a2 − ab− b2 = 0 resolviendo para a se tiene que:






















Este cociente es irracional ya que interviene
√
5 y se le conoce como razón
áurea ó razón divina; fue hallado por los griegos de la época clásica, se estudio
de manera formal por primera vez en los Elementos de Euclides y en el siglo
XX se le adjudico la letra griega Φ (phi)[1].
En una calculadora que acepta 31 cifras decimales
Φ = 1, 6180339887498948482045868343656.
Curiosidades del numero Φ
1. Si en la figura 4.10 remplaza a = x y b = 1 Φ es solución de la ecuación
x2−x−1 = 0, es decir Φ2−Φ−1 = 0 al dividir por Φ se tiene que: Φ = 1+ 1
Φ
,
si se remplaza reiteradamente el valor de Φ se encuentra la fracción continua:







2. En la sucesión de Fibonacci:
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181,
6765, 10.946, 17.711,...
el cociente entre dos términos consecutivos de la sucesión se aproxima al
número Φ, es decir Φ = xn+1
xn
, para un número natural suficientemente grande.
II.Actividad de aplicación.
1. Utilizando la fracción continua dado en 1, encuentre el valor de Φ hasta
coincidir con 10 cifras decimales.
2. Verifique que el cociente de dos términos consecutivos de la sucesión de
fibonacci se aproxima al número Φ, use n = 8, n = 15, n = 20 y n = 35.
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III.Actividad complementaria.
3. . Consulte las aplicaciones del número de oro ó razón áurea.
4. Utilizando regla y compás encuentre un segmento de longitud el número
φ.
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4.5.6. Taller 6: Densidad de los números reales
LOS NÚMEROS REALES.
GUÍA No 6
DENSIDAD DE LOS NÚMEROS REALES
GRADO ONCE
Objetivo:
Identificar el concepto de densidad de los números reales.
I.Actividad de profundización.
Al asistir a un apartido de fútbol en el estadio con una capacidad para
30.000 espectadores, asistieron tan solo 500 personas., si se divide el número
de asientos entre los 500 asistentes se puede afirmar que cada una de las
personas se puede sentar en 60 puestos diferentes sin molestar o incomodar
a nadie; si por el estadio está totalmente lleno, sin sobre cupo, se puede
afirmar que a cada persona le corresponde un sólo puesto. Si hay sobre cupo
en la asistencia al estadio se puede ver la situación de que un puesto este
ocupado por dos personas y se puede afirmar que las personas del estadio
en ese momento está muy amontonadas. Dividir un espacio disponible por el
número de personas presentes refleja el concepto de densidad poblacional, la
definición que utilizan los f́ısicos ó qúımicos la toman como.: una medida que
indica cuánto material se encuentra comprimido en un espacio determinado;
es la cantidad de masa por unidad de volumen.
II.Actividad de aplicación.
Actividad 1
1. De acuerdo a la lectura anterior determine que tan denso es el patio del
colegio, con relación al número de estudiantes, contestando la siguiente
pregunta:
Si cada estudiante se ubica en una baldosa cuadrada, cuánto debe medir
la baldosa para que todos ocupen una de ellas?









1. Encuentre dos números reales, tales que la distancia entre ellos sea a lo
más de 0.5, nombrelos x1 y x2.
2. Encuentre un número real x3 que este entre x1 y x2.
3. Existirá un número real x4 que este en la mitad de x1 y x3?. Cómo lo
encontramos?
4. Encuentre un número real que este en la mitad de x1 y x4.
5. Se podrá seguir con el procedimiento infinito de encontrar el número que
este en la mitad de x1 y xn?.
6. Los números encontrados en los ejercicios anteriores son racionales? Por
qué?
7. Existirá un número irracional entre x1 y x4
Actividad 3
1. Encuentre un número real, que se encuentre en la mitad entre 1 y 2;
llamelo x3.
2. Encuentre un número real, que se encuentre en la mitad entre 1 y x3;
llamelo x4
3. Existirá un número irracional x5 que este entre x3 y x4?.
4. Al utilizar la sucesión definida por recurrencia:
an = 1 +
1
1+an−1
, con a1 = 1, se encontraran infinitos números racionales
que se encuentran entre x3 y x4, remplazando a n por 2,3,4, ...
Verifique esta afirmación.
5. Si en la sucesión anterior se remplaza a n indefinidamente por un número
natural, el número alĺı obtenido es un número irracional, porque sus cifras
decimales son infinitas no periódicas.
¿ A que número se aproxima cada vez más ésta sucesión?
Actividad 4
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1. Encuentre un número real, que se encuentre en la mitad entre 2 y 3;
llamelo x3.
2. Encuentre un número real, que se encuentre en la mitad entre x3 y 3;
llamelo x4
3. Existirá un número irracional x5 que este entre x3 y x4?.
4. Al utilizar la sucesión definida por {an} = (1 + 1n)
n se podrá encontrar
infinitos números racionales que se encuentran entre x3 y x4?. Verifique
esta afirmación.
5. De acuerdo al ejercicio anterior, cuántos números racionales podremos
encontrar entre x3 y x4?
6. En la sucesión anterior si al remplazar a n indefinidamente por un número
natural el número alĺı obtenido es un número irracional, porque sus cifras
decimales son infinitas no periódicas. A que número se aproxima cada
vez más ésta sucesión?
III.Actividad complementaria.
1. Consulte que páıs del mundo es más denso y ¿ qué área le corresponde
por habitante?.
2. El número 2,10100100010000100000..., es irracional? Justifique.





1. La revisión histórica para la construcción del
número real, permitió encontrar estrategias para la propuesta didáctica,
que permiten a los estudiantes de grado once de educación media tener
argumentos matemáticos para diferenciar los números racionales de los
números irracionales.
2. En la elaboración de la propuesta didáctica se evidenció la importancia
que cumple la geometŕıa en la construcción de conceptos matemáticas.
3. Esta propuesta didáctica brinda un aporte a la comprensión y la
conceptualización del número real, importante para el estudio del análisis
matemático e indispensable para los estudiantes de carreras afines a las
ciencias exactas.
4. Utilizar el concepto de sucesión como elemento importante de la
matemática, permite tener una mejor aproximación de un número
irracional que con la calculadora de bolsillo, y este hecho motiva al
estudiante.
5. La Propuesta didáctica le da mucha importancia al número irracional
y con ello permite que el estudiante perciba a través de los cálculos
numéricos, que un número irracional tiene infinitas cifras decimales no
periódicas.
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6. La construcción de los números reales a través de Sucesiones de Cauchy,
se puede utilizar como ayuda didáctica para la comprensión de conceptos
como el de continuidad, muy importante para el estudio del cálculo
diferencial e integral.
7. Los talleres, además de aportar a la comprensión del número real,
permite desarrollar habilidades de pensamiento numérico establecido en
los estándares en matemáticas para la educación colombiana.
8. Se aprenden conceptos como sucesión, intervalos, construcciones con




A los profesores que hacen parte de esta dif́ıcil, pero hermosa labor de orientar
procesos de enseñanza de la matemática, es muy importante y necesario tener
presente que:
1. Utilizar como herramienta didáctica los contextos históricos que llevaron
a cabo el desarrollo de los conceptos, ya que permite en los estudiantes
ampliar y conectar los conceptos para el entendimiento de los mismos.
2. Es necesario involucrar la geometŕıa en los procesos de enseñanza.
3. Utilizar las construcciones del número real, en especial la hecha por
Cantor a través de Sucesiones de Cauchy, ya que facilita el análisis de
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un asunto útil para el profesor? . Tecné, Episteme y Didaxix No 31.(2012)
[15] Kline . Morris, El Fracaso de la matemática moderna. Editores siglo
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[20] Muñoz. J.M, Introducción a la teoŕıa de conjuntos Universidad Nacional de
Colombia. Bogotá (2002)
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